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Introduccio´
L’objectiu d’aquest treball e´s estudiar les eines matema`tiques necessa`ries per entendre la
teoria de la relativitat.
Abans d’Einstein, la teoria de la relativitat acceptada era la de Newton i Galileu. Aquesta
es pot resumir en un u´nic principi: les lleis f´ısiques es veuen d’ide`ntica manera en tot sistema
de refere`ncia que es mogui amb velocitat constant. L’espai i el temps es veien com entitats
independents i el temps era u´nic en tots els sistemes de refere`ncia. Tota la meca`nica cla`ssica
s’enunciava d’ide`ntica manera independentment del sistema no accelerat en que` ens trobe´ssim.
L’aparicio´ de l’electricitat, l’electromagnetisme i les lleis de Maxwell, va provocar la necessitat
de canviar la relativitat newtoniana. Les lleis de Maxwell es podia comprovar experimental-
ment que tambe´ satisfeien aquest principi, pero` no eren invariants per les transformacions que
relacionaven les coordenades d’un esdeveniment en diversos sistemes de refere`ncia.
El 1905, Einstein va formular la teoria de la relativitat especial que va revolucionar la cie`ncia
i va substituir la relativitat de Newton i Galileu. Aquesta descriu com es veuen els successos
que tenen lloc en un instant de temps i una posicio´ de l’espai segons diversos sistemes de
refere`ncia no accelerats. Va postular que les lleis f´ısiques es descriuen d’ide`ntica manera en
tots els sistemes de refere`ncia no accelerats. A me´s, tambe´ va postular que la llum sempre es
mou seguint un moviment rectilini uniforme amb la mateixa velocitat independentment de la
velocitat del sistema no accelerat. Mitjanc¸ant aquests dos principis, Einstein es va adonar que
espai i temps no eren independents tal i com se suposava anteriorment. Esdeveniments que en
un sistema de refere`ncia eren vistos en un cert instant de temps no tenien perque` ser vistos en
el mateix instant de temps en un altre sistema de refere`ncia no accelerat.
Hermann Minkowski afirma` que el model matema`tic que millor s’ajustava a aquest espai-
temps e´s el que es coneix com espai de Minkowski, un espai af´ı dotat d’una me`trica no degene-
rada. Es va adonar que els esdeveniments es podien veure com a punts de l’espai de Minkowski
i, d’aquesta manera, els problemes de la relativitat especial consisteixen en problemes de canvis
de base en aquest espai. Aquest nou enfocament va permetre la reformulacio´ aquesta teoria de
manera me´s matema`tica.
A pesar que la teoria de la relativitat especial va permetre incorporar l’electromagnetisme,
cosa que en teories anteriors no era possible, l’accio´ de la gravetat sobre les lleis f´ısiques encara
no es podia explicar mitjanc¸ant aquesta teoria. La teoria de la relativitat general, que inclou
la gravetat, no va ser formulada fins al cap de deu anys pel mateix Einstein. Per tal de
desenvolupar-la van ser necessaris coneixements de geometria diferencial. Einstein va postular
que l’accio´ de la gravetat produ¨ıa curvatura en l’espai-temps i, per tant, aquest deixava de ser
l’espai de Minkowski per donar lloc a una varietat de Lorentz amb curvatura no nul·la. De la
mateixa manera, la curvatura de l’espai-temps es manifesta per l’accio´ de les forces gravitato`ries.
Durant els deu anys que va tardar en postular la relativitat general, Einstein es va adonar
que un dels motius pels quals li costava avanc¸ar era que no tenia els coneixements matema`tics
necessaris. Sense les matema`tiques, la f´ısica no hauria pogut evolucionar com ho ha fet i vice-
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versa. Molts conceptes i teoremes matema`tics sorgeixen degut a la necessitat de desenvolupar
una teoria que expliqui algun fenomen f´ısic. Com a matema`tica, durant la carrera vas veien que,
com me´s avances, me´s abstracte sembla tot el que estudies i perds de vista que les teories me´s
abstractes permeten entendre com funciona tot el que t’envolta. En aquest cas, la geometria
diferencial e´s la base d’aquesta teoria. El fet que tingui una aplicacio´ f´ısica de tanta relleva`ncia
i que des que vaig comenc¸ar a estudiar geometria diferencial sempre m’hagi agradat, van ser
els motius principals pels quals vaig decidir realitzar treball fi de grau sobre aquest tema.
El treball es troba estructurat en cinc cap´ıtols. En els dos primers donarem les eines ma-
tema`tiques necessa`ries per entendre la teoria de la relativitat especial. Estudiarem l’espai de
Minkowski, espai en que` succeeixen els esdeveniments en la teoria de la relativitat especial, i les
transformacions de Lorentz, les aplicacions que ens permeten relacionar les coordenades d’un
esdeveniment vist des de diferents sistemes de refere`ncia. En el tercer s’explica la teoria de
la relativitat especial des del punt de vista de Hermann Minkowski, e´s a dir, de manera me´s
matema`tica. En el quart cap´ıtol veurem els fonaments de la geometria semi-riemanniana, que
es basa en l’estudi de varietats diferenciables amb un tensor sime`tric dues vegades covariant
no degenerat. Les varietats riemannianes so´n un cas particular i, per tant, tots els conceptes
definits en la geometria riemanniana s’extendran a la semi-riemanniana amb algunes difere`ncies
degudes al fet que el camp tensorial no hagi de ser necessa`riament definit positiu. Finalment,
l’u´ltim cap´ıtol tracta sobre la teoria de la relativitat general. En aquest explicarem els principals
postulats en els que es basa, l’equacio´ d’Einstein i algunes solucions d’aquesta.
Finalment m’agradaria agrair al meu tutor, Vicenc¸ Navarro, que accepte´s dirigir el meu
treball i la seva ajuda al llarg d’aquests mesos. Tambe´ a la meva famı´lia, que em va donar la
idea i tot el seu suport.
Abstract
The purpose of my final degree project is to study the necessary mathematical tools to
understand the theory of relativity postulated by Albert Einstein. It is divided in two blocks:
special relativity and general relativity
Special relativity theory was introduced in 1905 to replace the Newtonian theory of relativity.
It consists of two principles which can be summarized as follows:
• Every physical law can be formulated identically in every non-accelerating reference frame.
• The speed of light remains constant in every non-accelerating reference frame.
With these two postulates Einstein realized that time and space are not independent. Hermann
Minkowski introduced the concept of Minkowski spacetime, an affine space with a nondegene-
rate metric. Points in spacetime represent events that occur at a certain instant of time and
position.
As we will see, the necessary mathematical tools to understand this part of the project are
linear algebra and affine geometry.
Special relativity was valid in reference frames without the action of gravity. Einstein realized
that in infinitesimal regions we can neglect the effect of gravity and, therefore, we can apply
special relativity. In 1915, he was able to introduce the effect of gravitational fields in what
is called general theory of relativity, or simply general relativity. It states that gravity is a
manifestation of the curvature of spacetime, which he postulates that must be a Lorentzian
manifold. And reciprocally, the effect of gravitational fields in spacetime is the prodution of
INTRODUCCIO´ 3
curvature. Einstein’s equation allows the study of the relationship between mass-energy and
curvature. Solutions of this equation, like Schwarzschild and Robertson-Walker spacetimes,
permitted the development of cosmology, the science that tries to describe the universe as a
whole.
To understand the second part of this project is necessary a knowledge of semi-Riemannian
geometry. Concepts such as differentiable manifolds, metric tensors, geodesics and curvature
are essential to develop this theory.
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Tema 1
Espai de Minkowski
En f´ısica, la teoria de la relativitat especial, que explica com es relacionen els esdeveniments
ocorreguts en un instant de temps i una posicio´ segons el sistema de refere`ncia inercial conside-
rat, es pot explicar utilitzant la geometria. Minkowski, utilitzant eines matema`tiques basades
en treballs de Lorentz i Poincare´, va postular que l’espai-temps en que succe¨ıen els esdeveni-
ments e´s un espai af´ı dotat d’una me`trica, l’espai de Minkowski. Aquest fet permetia veure els
problemes en la relativitat especial com a problemes geome`trics.
En aquest cap´ıtol desenvoluparem les principals definicions i resultats matema`tics necessaris
per a la formulacio´ de la teoria de la relativitat especial des d’aquest punt de vista.
1.1 L’espai de Minkowski
Abans de comenc¸ar a parlar de l’espai de Minkowski, necessitem introduir alguns resultats
sobre formes bilineals sime`triques que ens permetran simplificar definicions posteriors. Tambe´
introduirem algunes notacions que seran molt u´tils al llarg del treball.
En aquesta seccio´ seguirem [One] en els primers resultats i [Rat] amb els relacionats amb
l’espai de Minkowski.
En tot aquest cap´ıtol, suposarem n > 1.
Definicio´ 1.1.1. Una forma bilineal sime`trica d’un espai vectorial E n-dimensional sobre un
cos k e´s una aplicacio´
η : E × E → k,
que satisfa` les tres propietats segu¨ents
(i) η(x1 + x2, y) = η(x1, y) + η(x2, y),
(ii) η(λx, y) = λη(x, y),
(iii) η(x, y) = η(y, x),
per tot x1, x2, x, y ∈ E, λ ∈ k.
En el nostre cas, el cos k sera` el dels nombres reals R.
Definicio´ 1.1.2. Sigui E un espai vectorial sobre k i x, y ∈ E. Una forma bilineal sime`trica η
en E es diu
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(i) definida positiva (respectivament negativa) si per tot x 6= 0, η(x, x) > 0 (respectivament
η(x, x) < 0).
(ii) semidefinida positiva (resp. negativa) si η(x, x) ≥ 0 (resp. η(x, x) ≤ 0).
(iii) no degenerada si η(x, y) = 0 per tot y ∈ E implica x = 0. Anomenarem producte escalar
a una forma bilineal sime`trica no degenerada.
Un exemple de forma bilineal sime`trica definida positiva e´s el producte escalar euclidia` en
Rn.
Definicio´ 1.1.3. L’´ındex ν d’una forma bilineal sime`trica η : E × E → k sobre E e´s l’enter
me´s gran corresponent a la dimensio´ del subespai V ⊂ E en el qual η|V e´s definit negatiu.
L’´ındex d’una forma bilineal sime`trica no depe`n de la base escollida.
Sigui e1, ..., en una base de E i x = x1e1 + ...+ xnen, y = y1e1 + ...+ ynen vectors de E. Per
les propietats de les formes bilineals sime`triques, obtenim que
η(x, y) =
n∑
i,j=1
xiyjη(ei, ej),
la qual cosa es pot expressar en forma matricial
η(x, y) =
(
x1 . . . xn
) η(e1, e1) . . . η(e1, en)... . . . ...
η(en, e1) . . . η(en, en)

 y1...
yn
 .
La matriu anterior s’anomena matriu de la forma bilineal sime`trica en la base e1, ..., en. Tal
i com veiem, una forma bilineal e´s sime`trica si, i nome´s si, la matriu en una base (i, per tant,
en totes) e´s sime`trica. Es pot comprovar que una forma bilineal sime`trica e´s no degenerada si,
i nome´s si, el determinant de la matriu en una base no s’anul·la.
Definicio´ 1.1.4. Sigui e1, ..., en una base d’un espai vectorial E amb un producte escalar η.
Direm que e1, ..., en e´s una base ortonormal si η(ei, ei) = ±1 i η(ei, ej) = 0, per tot i 6= j,
1 ≤ i, j ≤ n.
Teorema 1.1.5. Per tot espai vectorial E amb producte escalar η existeix una base ortonormal
en la qual el producte escalar de x, y ∈ E e´s
η(x, y) = −x1y1 − ...− xkyk + xk+1yk+1 + ...+ xnyn.
Demostracio´. Sigui η un producte escalar sobre E i e1, ..., en una base de E. Anomenem
aij = η(ei, ej) per simplificar la notacio´. Sigui x ∈ E, on x = x1e1 + ...+ xnen.
(a) Si aii = 0 per tot 1 ≤ i ≤ n, fem el canvi de base de manera que es compleixi
xj = yi + yj
xi = yi − yj
xt = yt, per tot t 6= i, j,
per obtenir termes aii 6= 0.
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(b) Suposem a11 6= 0. Traient factor comu´ de a11,
η(x, x) =
n∑
i,j=1
aijxixj = a11
(
x21 + 2
a12
a11
x1x2 + ...+ 2
a1n
a11
x1xn
)
+ termes sense x1.
Completant quadrats,
η(x, x) = a11
(
x1 +
a12
a11
x2 + ...+
a1n
a11
xn
)2
−
n∑
i=2
(
ai1
a11
xi
)2
−2
n∑
i,j=2
a1ia1j
a211
xixj + termes sense x1.
Fem un canvi de base de manera que{
y1 = x1 +
a12
a11
x1 + ...+
a1n
a11
xn
yi = xi, i 6= 1
Iterant aquest pas, s’obte´, en aquesta nova base,
η(x, x) = b1y
2
1 + ...+ bny
2
n,
ordenat de manera que b1, ..., bk < 0, bk+1, ..., bn > 0 i k ≤ n
(c) Fent un u´ltim canvi de base:
yi =
1√
ibi
zi, 1 ≤ i ≤ n,
on i =
{ −1 si 1 ≤ i ≤ k,
1 si k + 1 ≤ i ≤ n.
Aix´ı, mitjanc¸ant aquests canvis de base, hem obtingut una base ortonormal en la que η(x, x) =
−z21 − ...− z2k + z2k+1 + ...+ z2n.
Finalment, obtenim el resultat utilitzant que, per tot x, y ∈ E, podem escriure 2η(x, y) =
−η(x, x)− η(y, y) + η(x+ y, x+ y).

Aquest teorema ens diu, en particular, que la matriu d’un producte escalar e´s conjudada a
una matriu diagonal on els termes de la diagonal so´n ±1. Es defineix la signatura d’un producte
escalar com el nombre de termes negatius i positius de la diagonal. El nombre de termes negatius
de la diagonal coincideix amb l’´ındex del producte escalar i, per tant, la signatura tampoc depe`n
de la base.
En la resta de cap´ıtol, estudiarem un exemple de producte escalar, el producte intern de
Minkowski, que tal i com ja hem avanc¸at juga un paper molt important en la base matema`tica
de la teoria de la relativitat especial.
Pel teorema 1.1.5 podem definir un producte escalar donant la seva expressio´ en una base
ortonormal.
Definicio´ 1.1.6. Donats dos vectors x, y ∈ Rn definim el producte intern de Minkowski en una
base ortonormal com
x ◦ y := −x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn ∈ R. (1.1)
8 TEMA 1. ESPAI DE MINKOWSKI
E´s a dir, e´s el producte escalar en Rn amb signatura (1, n− 1).
Per tal de facilitar la notacio´, escriurem x¯ = (x2, ..., xn) ∈ Rn−1 i aix´ı, x ◦ y = −x1y1 + x¯ · y¯,
on · denota el producte escalar euclidia`.
La matriu del producte intern de Minkowski e´s
x ◦ y = xtηy, on η =

−1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · 1
 . (1.2)
Tal i com podem veure, el producte intern de Minkowski e´s una forma bilineal sime`trica no
degenerada, e´s a dir, un producte escalar.
Definicio´ 1.1.7. Anomenem espai de Minkowski n-dimensional el conjunt format per Rn i el
producte intern de Minkowski.
Denotem l’espai de Minkowski n-dimensional per Rn1 . El cas R41 juga un paper molt important
en el desenvolupament de la teoria de la relativitat i, per aixo`, tambe´ s’anomena espai-temps
de Minkowski.
Definicio´ 1.1.8. La norma, o llargada de Minkowski, d’un vector x ∈ Rn es defineix com
‖x‖ = (x ◦ x)1/2 ∈ C.
En la notacio´ anterior, escriurem ‖x‖ = (x21 + |x¯|2)1/2, on |.| denota la norma euclidiana.
Definicio´ 1.1.9. Donat un vector x ∈ Rn, direm que x e´s de tipus
• espai si ‖x‖ > 0,
• llum si ‖x‖ = 0,
• temps si ‖x‖ e´s un nombre imaginari pur.
La categoria a la qual pertany x s’anomena cara`cter causal.
Definicio´ 1.1.10. Direm que un vector de tipus llum o temps x = (x1, ..., xn) ∈ Rn e´s futur
(resp. passat) si x1 > 0 (resp. x1 < 0).
Definicio´ 1.1.11. El conjunt de vectors llum s’anomena con de la llum de l’espai de Minkowski
n-dimensional i es denota per Cn−1.
Observem que, l’interior i l’exterior de Cn−1 so´n subconjunts oberts de Rn que contenen els
vectors temporals i espacials respectivament.
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Figura 1.1: Con de la llum C2
Definicio´ 1.1.12. Direm que una corba α : I → Rn, on I e´s un interval de R, e´s de tipus
• espai si, i nome´s si, tots els seus vectors tangents α′(t) so´n espacials,
• temps si, i nome´s si, tots els seus vectors tangents α′(t) so´n temporals,
• llum si, i nome´s si, tots els seus vectors tangents α′(t) so´n de tipus llum.
Una corba no te´ perque` ser d’un d’aquests tres tipus.
Definicio´ 1.1.13. Direm que una corba temporal o llum e´s de tipus futur (resp. passat) si
tots els vectors tangents a la corba so´n de tipus futur (resp. passat).
Definicio´ 1.1.14. Sigui V un subespai vectorial de Rn. Direm que V e´s de tipus
(i) temps si, i nome´s si, V te´ un vector temporal.
(ii) espai si, i nome´s si, tot vector no nul de V e´s espacial.
(iii) llum, altrament. E´s a dir, te´ algun vector de tipus llum pero` no te´ cap vector de tipus
temporal.
Figura 1.2: Subespais de tipus temps, espai i llum respectivament
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1.2 Angles hiperbo`lics
En aquesta seccio´, definirem els angles entre els vectors espacials i temporals de l’espai de
Minkowski. En l’a`mbit de la relativitat especial, l’angle hiperbo`lic, o temporal, te´ una gran
relleva`ncia. En general, seguirem [Rat].
1.2.1 Angle entre dos vectors temporals
Per tal de definir l’angle que formen dos vectors temporals, necessitem alguns resultats
previs.
Proposicio´ 1.2.1. Siguin x, y ∈ Rn\{0} vectors de tipus no espai amb la mateixa orientacio´
temporal, e´s a dir, la primera component dels vectors te´ el mateix signe. Aleshores, x ◦ y ≤ 0
amb igualtat si, i nome´s si, x, y so´n vectors de tipus llum linealment dependents.
Demostracio´. Suposem que x, y so´n vectors futurs (el cas passat es faria de manera ana`loga).
Com no so´n de tipus espai, ‖x‖2, ‖y‖2 ≤ 0 i, per tant, x1 ≥ |x¯|, y1 ≥ |y¯|.
Aix´ı, x1y1 ≥ |x¯||y¯| ≥ x¯y¯, la qual cosa implica que x◦ y = −x1y1 + x¯y¯ ≤ 0, com vol´ıem veure.
A me´s a me´s, x1y1 = x¯y¯ ⇔ x1 = |x¯|, y1 = |y¯|, e´s a dir, els vectors so´n de tipus llum, i
|x¯||y¯| = x¯y¯, on aquesta u´ltima condicio´ se satisfa` si, i nome´s si, x, y so´n linealment dependents.

Proposicio´ 1.2.2. Siguin x, y ∈ Rn dos vectors no nuls ortogonals de Lorentz, e´s a dir, x◦y =
0. Aleshores, x e´s temporal si, i nome´s si, y e´s de tipus espai.
Demostracio´. Suposem que x, y ∈ Rn so´n vectors no nuls, x temporal i tals que x ◦ y = 0. Si y
fos de tipus llum o temps, aleshores, per la proposicio´ 1.2.1, x ◦ y < 0. Per tant, y ha de ser de
tipus espai.

Teorema 1.2.3. Desigualtat de Schwarz al reve´s: Siguin x, y dos vectors temporals de
Rn1 . Aleshores
|x ◦ y| ≥ ‖x‖‖y‖, (1.3)
amb igualtat si, i nome´s si, x, y so´n linealment dependents.
Demostracio´. En primer lloc observem que el subespai vectorial generat per un vector x ∈ Rn
de tipus temps, < x >, e´s un subespai vectorial no degenerat i, per tant, si denotem per x⊥ el
subespai ortogonal a x, e´s a dir, x⊥ = {v ∈ Rn : x ◦ v = 0}, se satisfa` que Rn =< x > ⊕x⊥.
Per la proposicio´ 1.2.2, x⊥ e´s un subespai vectorial de tipus espai.
Aix´ı, podem escriure y = λx+ y′, on y′ ∈ x⊥ i, per tant,
y ◦ y = (λx+ y′) ◦ (λx+ y′) = λ2(x ◦ x) + 2λ(x ◦ y′) + y′ ◦ y′ = λ2(x ◦ x) + y′ ◦ y′.
Aix´ı, tenint en compte que λ2(x ◦ x) = y ◦ y − (y′ ◦ y′), que x e´s temporal, e´s a dir, x ◦ x < 0 i
que com y′ e´s de tipus espai, y′ ◦ y′ > 0, obtenim
(x ◦ y)2 = (x ◦ (λx+ y′))2 = (λ(x ◦ x) + x ◦ y′)2 = λ2(x ◦ x)2 = (x ◦ x)(y ◦ y − (y′ ◦ y′))
≥ (x ◦ x)(y ◦ y) = ‖x‖2‖y‖2,
tal i com vol´ıem veure.
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Finalment, comprovem que tenim la igualtat si, i nome´s si, x i y so´n linealment dependents.
Per veure-ho e´s suficient comprovar que la desigualtat (x ◦ x)(y ◦ y − (y′ ◦ y′)) ≥ (x ◦ x)(y ◦ y)
e´s una igualtat, e´s a dir, comprovar que (x ◦ x)(y′ ◦ y′) = 0 si, i nome´s si, x i y so´n linealment
dependents. Ara be´, com x e´s temporal, x ◦ x < 0, per tant ha de ser y′ ◦ y′ = 0, ara be´ com y′
e´s espacial, haura` de ser y′ = 0 i per tant, x i y so´n linealment dependents.

Corol·lari 1.2.4. Desigualtat triangular al reve`s: Siguin x, y vectors temporals futur
o passat. Aleshores ‖x‖ + ‖y‖ ≤ ‖x + y‖, amb igualtat si, i nome´s si, x i y so´n linealment
dependents.
Demostracio´. Per la desigualtat de Schwartz al reve`s sabem que |x ◦ y| ≥ ‖x‖‖y‖ amb igualtat
si, i nome´s si, x i y so´n linealment dependents. Aix´ı,
(‖x‖+ ‖y‖)2 = ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2|x ◦ y|+ ‖y‖2 = ‖x+ y‖2,
amb igualtat si, i nome´s si x i y so´n linealment dependents.

Corol·lari 1.2.5. Siguin x, y vectors temporals amb mateixa orientacio´ temporal, e´s a dir, els
dos futur o els dos passat. Existeix un u´nic θ ≥ 0 tal que
x ◦ y = ‖x‖‖y‖ cosh θ, (1.4)
i θ = 0 si, i nome´s si, x, y so´n linealment dependents.
Demostracio´. Tenint en compte que ‖x‖2, ‖y‖2 < 0 i pel teorema 1.2.3,
(x ◦ y)2 ≥ ‖x‖2‖y‖2 =⇒
(
x ◦ y
‖x‖‖y‖
)2
≥ 1 =⇒
∣∣∣∣ x ◦ y‖x‖‖y‖
∣∣∣∣ ≥ 1.
Com x ◦ y < 0 i ‖x‖‖y‖ < 0, el seu quocient sera` positiu i, per tant, podem treure el valor
absolut anterior. Finalment, per les propietats del cosinus hiperbo`lic, existeix θ ≥ 0 tal que
cosh θ =
x ◦ y
‖x‖‖y‖ .
A me´s, θ = 0 si, i nome´s si, x ◦ y = ‖x‖‖y‖, si, i nome´s si, x, y so´n linealment dependents
pel teorema 1.2.3.

Definicio´ 1.2.6. Siguin x, y dos vectors temporals futurs (resp. passat). Anomenem angle
hiperbo`lic, o angle temporal, entre x i y l’u´nic θ ≥ 0 tal que se satisfa` (1.4).
1.2.2 Angle entre dos vectors espacials
Segons si el subespai vectorial que generen dos vectors de tipus espai e´s espacial o temporal,
definirem l’angle que formen de diferent manera.
Proposicio´ 1.2.7. Siguin x, y vectors linealment independents de tipus espai en Rn. Aleshores,
els vectors x i y satisfan la desigualtat de Schwarz, |x ◦ y| < ‖x‖‖y‖, si, i nome´s si, el subespai
vectorial generat per x i y e´s de tipus espai.
Demostracio´.
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(⇒) Hem de comprovar que tot element de la forma ax + by, amb a, b ∈ R e´s un vector de
tipus espai, e´s a dir, ‖ax+ by‖2 > 0
‖ax+by‖2 = ‖ax‖2+‖by‖2+2ab(x◦y) > ‖ax‖2+‖by‖2−2|ab|‖x‖‖y‖ = (a‖x‖−b‖y‖)2 ≥ 0.
Per tant, el subespai vectorial general per x, y e´s de tipus espai.
(⇐) En el cas que el subespai vectorial generat per x i y sigui de tipus espai, el producte intern
de Minkowski e´s definit positiu i, per tant, se satisfa` la desigualtat de Cauchy.

Aix´ı, per les propietats del cosinus tenim el segu¨ent resultat:
Corol·lari 1.2.8. Donats x, y vectors espacials linealment independents de Rn que generen un
subespai vectorial espacial, existeix un u´nic θ ∈ (0, pi) tal que
x ◦ y = ‖x‖‖y‖ cos θ. (1.5)
Observem que θ = 0, pi si, i nome´s si, x, y so´n linealment dependents.
Definicio´ 1.2.9. Siguin x i y vectors de Rn de tipus espai que generen un subespai vectorial
espacial. Anomenem angle espacial entre x i y l’unic θ ∈ [0, pi] que satisfa` (1.5).
Proposicio´ 1.2.10. Siguin x, y vectors de Rn de tipus espai linealment independents. Alesho-
res, x, y generen un subespai vectorial temporal si, i nome´s si, |x ◦ y| > ‖x‖‖y‖.
Demostracio´. Un vector pertany al subespai vectorial generat per x i y si, i nome´s si, e´s
mu´ltiple de x o mu´ltiple de tx + y, t ∈ R. Com els mu´ltiples de x so´n vectors espacials, el
subespai generat per x i y sera` temporal si, i nome´s si, per algun t, tx+ y e´s temporal. tx+ y
e´s temporal per algun t si, i nome´s si, ‖tx+ y‖2 = t2‖x‖2 + 2t(x ◦ y) + ‖y‖2 < 0. Com en el cas
t = 0, ‖tx + y‖2 = ‖y‖2 > 0, existiran solucions negatives de l’equacio´ de segon grau anterior
si, i nome´s si, el discriminant de la solucio´ de l’equacio´ de segon grau e´s positiu i, per tant,
4(x ◦ y)2 − 4‖x‖2‖y‖2 > 0⇔ |x ◦ y| > ‖x‖‖y‖.

Aix´ı, per les propietats del cosinus hiperbo`lic tenim el segu¨ent resultat:
Corol·lari 1.2.11. Donats x, y vectors espacials linealment independents de Rn que generen
un subespai vectorial temporal existeix un u´nic θ > 0 tal que
x ◦ y = ‖x‖‖y‖ cosh θ. (1.6)
Observem que θ = 0 si, i nome´s si, x i y so´n linealment dependents.
Definicio´ 1.2.12. Siguin x i y vectors de Rn de tipus espai que generen un subespai vectorial
temporal. Anomenem angle temporal entre x i y l’unic θ ≥ 0 que satisfa` (1.6).
1.2.3 Angle entre vectors espacials i temporals
Finalment, definim l’angle entre vectors espacials i temporals.
Definicio´ 1.2.13. Sigui x un vector de tipus espai i y un vector de tipus temporal en Rn.
Anomenem angle temporal entre x i y l’un u´nic θ ≥ 0 tal que
|x ◦ y| = ‖x‖|‖y‖| sinh θ. (1.7)
Tema 2
Grups de Lorentz i Poincare´
Tal i com hem avanc¸at en el cap´ıtol anterior, l’espai-temps de Minkowski e´s el model ma-
tema`tic de la teoria de la relativitat especial tal i com la va reformular Minkowski. En aquest
espai existeixen un conjunt de transformacions afins, anomenades transformacions de Poincare´,
que, tal i com veurem, conserven el producte intern de Minkowski. Les transformacions de
Poincare´ que tambe´ so´n lineals s’anomenen transformacions de Lorentz. Aquestes transforma-
cions seran les que relacionaran les coordenades d’un esdeveniment vist des de dos sistemes de
refere`ncia inercial en l’a`mbit de la relativitat especial. S’aprofunditzara` me´s en aquest aspecte
en el tercer cap´ıtol.
En aquest cap´ıtol, estudiarem les propietats matema`tiques me´s importants d’aquestes trans-
formacions. Treballarem en l’espai de Minkowski n-dimensional, Rn1 , e´s a dir, tots els vectors
so´n de Rn i ◦ e´s el producte intern de Minkowski.
2.1 Grup de Lorentz
Donat un espai, en el nostre cas af´ı, el conjunt de transformacions que conserven el producte
escalar ens permeten descriure propietats importants d’aquest espai. Molts feno`mens relativis-
tes es poden estudiar mitjanc¸ant aquestes transformacions. Tal i com veurem en el cap´ıtol 4,
aquestes transformacions reben el nom d’isometries.
En primer lloc, estudiarem les transformacions de l’espai de Minkowski com a espai vectorial.
Comenc¸arem la seccio´ seguint [Rat].
Definicio´ 2.1.1. Una aplicacio´ φ : Rn → Rn e´s una transformacio´ de Lorentz si
φ(x) ◦ φ(y) = x ◦ y, x, y ∈ Rn. (2.1)
Observacio´ 2.1.2. Les transformacions de Lorentz conserven el cara`cter causal d’un vector.
Definicio´ 2.1.3. Direm que {v1, ..., vn} e´s una base ortonormal de Lorentz de Rn si, i nome´s
si,
v1 ◦ v1 = −1, vi ◦ vj = δij altrament, (2.2)
on δij e´s la delta de Kronecker.
Observacio´ 2.1.4. La base cano`nica {e1, ..., en} e´s ortonormal de Lorentz.
Teorema 2.1.5. Una aplicacio´ φ : Rn → Rn e´s una transformacio´ de Lorentz si, i nome´s si,
φ e´s lineal i {φ(e1), ..., φ(en)} e´s una base ortonormal de Lorentz en Rn.
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Demostracio´.
(⇐) Suposem que φ : Rn → Rn e´s una transformacio´ de Lorentz. Per les definicions 2.1.1 i
2.1.3 se satisfa`: φ(e1) ◦ φ(e1) = e1 ◦ e1 = −1 i φ(ei) ◦ φ(ej) = ei ◦ ej = δij, altrament. Per
tant, {φ(e1), ..., φ(en)} e´s una base ortonormal de Lorentz de Rn.
Veiem que e´s lineal. Sigui x = x1e1 + ...+ xnen ∈ Rn. Per ser {φ(e1), ..., φ(en)} una base
i φ(x) ∈ Rn, sabem que existeixen c1, ..., cn ∈ R tals que
φ(x) = c1φ(e1) + ...+ cnφ(en).
A me´s, observem que, per una part tenim
φ(x) ◦ φ(e1) = x ◦ e1 = −x1,
i, per altra part,
φ(x) ◦ φ(e1) = c1φ(e1) ◦ φ(e1) + ...+ cnφ(en) ◦ φ(e1) = −c1.
Per tant, c1 = x1.
Ana`logament, si j 6= 1,
φ(x) ◦ φ(ej) = x ◦ ej = xj,
φ(x) ◦ φ(ej) = c1φ(e1) ◦ φ(ej) + ...+ cnφ(en) ◦ φ(ej) = cj.
Per tant, per tot j = 1, ..., n, xj = cj, amb la qual cosa hem obtingut φ(
∑
xiei) = φ(x) =∑
xiφ(ei), i aix´ı hem vist que φ e´s lineal.
(⇒) Suposem que φ e´s lineal i {φ(e1), ..., φ(en)} e´s una base de Lorentz ortonormal. Hem
de comprovar que φ e´s una tranformacio´ de Lorentz, e´s a dir, que per tot x, y ∈ Rn,
φ(x) ◦ φ(y) = x ◦ y.
φ(x) ◦ φ(y) = φ
(
n∑
i=1
xiei
)
◦ φ
(
n∑
i=1
yiei
)
=
(
n∑
i=1
xiφ(ei)
)
◦
(
n∑
i=1
yiφ(ei)
)
=
n∑
i=1
n∑
j=1
xiyjφ(ei) ◦ φ(ej) = −x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn = x ◦ y,
on, en la segona, igualtat hem usat que φ e´s lineal i, en la quarta, que {φ(e1), ..., φ(en)}
e´s una base de Lorentz ortonormal.

Aix´ı, tal i com hem avanc¸at, aquest teorema mostra que les transformacions de Lorentz
so´n les aplicacions lineals en l’espai de Minkowski Rn1 que conserven el producte intern de
Minkowski.
Definicio´ 2.1.6. Una matriu A real n× n s’anomena de lorentziana, o de Lorentz, si, i nome´s
si, la transformacio´ lineal associada A : Rn → Rn, definida per A(x) = Ax, e´s de Lorentz.
Sigui A una matriu de Lorentz. Per definicio´, A(x) e´s una transformacio´ de Lorentz, e´s a
dir, Ax ◦ Ay = A(x) ◦ A(y) = x ◦ y. Per 1.2, podem escriure-ho en forma matricial,
Ax ◦ Ay = x ◦ y ⇐⇒ (Ax)tη(Ay) = xtηy ⇐⇒ xtAtηAy = xtηy
⇒ AtηA = η (2.3)
Anomenem O(1, n−1) = {A ∈Mn×n : AtηA = η}. Pel teorema 2.1.5, el conjunt O(1, n−1)
e´s isomorf al conjunt format per totes les transformacions de Lorentz de Rn.
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Proposicio´ 2.1.7. O(1, n− 1) e´s un grup de Lie.
Demostracio´. Pel teorema A.1.8, si veiem que O(1, n − 1) e´s un subrgrup tancat de GL(n,R)
(en sentit topolo`gic) ja haurem acabat. Tal i com es defineix en l’ape`ndix A, GL(n,R) e´s el
grup de Lie format per totes les matrius reals de dimensio´ n invertibles.
i) O(1, n− 1) e´s un subgrup de GL(n,R):
Recordem que un conjunt H e´s un subgrup d’un grup G si H ⊂ G i H e´s un grup, e´s a
dir, si donats a, b ∈ H, ab−1 ∈ H.
Per tot A ∈ O(1, n− 1), se satisfa` AtηA = η. Prenent determinants,
det(AtηA) = det(η)⇔ det(At)det(η)det(A) = det(η)⇔ det(A)2 = 1 (2.4)
Per tant, com det(A) 6= 0, O(1, n− 1) ⊂ GL(n,R).
Veiem que e´s un grup. Sigui A,B ∈ O(1, n − 1). Aleshores, com BtηB = η, tenim
B−1 = ηBtη. Comprovem AB−1 ∈ O(1, n− 1):
AB−1η(AB−1)t = A(ηBtη)η(ηBtη)tAt = Aη(BtηB)ηAt = AηAt = η.
Per tant, O(1, n− 1) e´s un grup.
ii) O(1, n− 1) e´s un tancat de GL(n,R):
Definim l’aplicacio´ cont´ınua f com
f : GL(n,R) → GL(n,R)
A 7→ AtηA
Tenint en compte que una matriu en l’espai GL(n,R) e´s un tancat i que l’antiimatge per
una aplicacio´ cont´ınua d’un tancat e´s un tancat, O(1, n − 1) = f−1(η) e´s un tancat com
vol´ıem veure.

Definicio´ 2.1.8. Anomenem grup de Lorentz al grup de Lie O(1, n− 1).
Observem que la definicio´ del grup de Lorentz en l’espai de Minkowski e´s ana`loga a la del
grup ortogonal real O(n) en l’espai euclidia` Rn amb el producte escalar habitual. En el cas
de l’espai euclidia` amb el producte escalar cano`nic, la matriu del produte escalar, en base
ortonormal, e´s la identitat i, en el cas de Minkowski, η.
Observem tambe´ que el terme (1, n−1) correspon a la signatura del producte intern. Donar
la signatura del producte escalar, com e´s invariant per canvis de base, e´s suficient per definir
el grup, ja que dos grups amb productes escalars amb mateixa signatura seran isomorfs.
2.2 Components connexes del grup de Lorentz
En aquesta seccio´, estudiarem les quatre components connexes del grup de Lorentz. Utilit-
zarem alguns resultats de [Rat].
Tal i com hem vist en (2.4), donat A ∈ O(1, n− 1), det(A) = ±1. Aix´ı, el grup de Lorentz
te´ dues components tancades disjuntes segons el signe del determinant.
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Definicio´ 2.2.1. El conjunt de matrius de Lorentz amb determinant 1 s’anomena grup de
Lorentz especial, o grup de Lorentz propi. Denotem aquest grup SO(1, n− 1).
Es pot comprovar fa`cilment que e´s un subgrup de O(1, n−1) d’´ındex 2 . Les matrius d’aquest
subgrup tambe´ s’anomenen pro`pies.
El conjunt de matrius de Lorentz amb determinant -1 e´s el conjunt de les transformacions
impro`pies. Com que la matriu identitat no hi pertany, no e´s un grup.
Per altra banda observem que, si A = (aij) ∈ O(1, n − 1), aleshores, se satisfa` AtηA = η.
Aix´ı, fent el producte d’aquestes matrius i imposant que el producte sigui η obtenim
−a211 + a221 + ...+ a2n1 = −1, (2.5)
la qual cosa implica que a211 ≥ 1 i, per tant, a11 ≥ 1 o be´ a11 ≤ −1.
Per tant, el grup de Lorentz te´ dues components tancades disjuntes depenent del signe del
primer terme de les matrius de Lorentz.
Definicio´ 2.2.2. El conjunt de matrius de Lorentz A amb a11 ≥ 1 s’anomena grup de Lorentz
positiu, o transformacions de Lorentz orto´crones, i ho denotarem per O+(1, n− 1).
Com abans, es pot comprovar fa`cilment que e´s un subgrup de O(1, n − 1) d’´ındex 2. El
conjunt de matrius de Lorentz A amb a11 ≤ −1 no e´s un grup ja que la matriu identitat no hi
pertany.
Expressem aquesta condicio´ en termes de transformacions de Lorentz. Tal i com hem vist
en l’observacio´ 2.1.2, una transformacio´ de Lorentz conserva el cara`cter causal dels vectors.
Recordem que un vector temporal o llum x = (x1, x2, ..., xn) e´s futur si la primera component
del vector e´s un nombre positiu, e´s a dir, x1 > 0, i passat si x1 < 0.
Definicio´ 2.2.3. Es diu que una transformacio´ de Lorentz φ conserva l’orientacio´ temporal
si aplica vectors temporals o de tipus llum futur en vectors futur i vectors passat en vectors
passat.
Es diu que una transformacio´ de Lorentz φ inverteix l’orientacio´ temporal si transforma
vectors temporals o de tipus llum futur en passat i vectors passat en futur.
Proposicio´ 2.2.4. Sigui φ una transformacio´ de Lorentz i suposem que existeix x ∈ Rn futur
(resp. passat) tal que φ(x) tambe´ e´s futur (resp. passat). Aleshores, φ e´s una aplicacio´ que
conserva l’orientacio´ temporal.
Demostracio´. Sigui y ∈ Rn un vector temporal futur (resp. passat). Per definicio´ de transfor-
macio´ de Lorentz i per la proposicio´ 1.2.1, per ser x, y vectors temporals futurs (resp. passat)
se satisfa` φ(x)◦φ(y) = x◦y < 0. E´s a dir, φ(x) i φ(y) tenen mateixa orientacio´ temporal. Com
per hipo`tesi φ(x) e´s futur (resp. passat), φ(y) tambe´ ho sera`.

Ana`logament, si una transformacio´ de Lorentz envia un vector temporal o llum futur a un
passat, aquesta canviara` el signe de la primera component a tots els vectors temporals o de
tipus llum.
Proposicio´ 2.2.5. Sigui A = (aij) una matriu de Lorentz tal que a11 ≥ 1. La transformacio´
de Lorentz associada transforma vectors temporals futurs (resp. passat) en vectors del mateix
tipus.
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Demostracio´. Sigui x = (x1, ..., xn) un vector temporal futur i e1 = (1, 0, ..., 0) el primer vector
de la base cano`nica. Per ser A una matriu de Lorentz, A(e1) ◦ A(x) = e1 ◦ x = −x1 < 0. Com
les transformacions de Lorentz conserven el cara`cter causal, A(e1), A(x) so´n vectors temporals.
A me´s, per la proposicio´ 1.2.1, com A(e1) ◦A(x) < 0, A(e1) i A(x) tenen la mateixa orientacio´
temporal. Ara be´, com A(e1) = (a11, ..., an1) i per hipo`tesi a11 ≥ 1, A(e1) e´s un vector temporal
futur amb la qual cosa A(x) tambe´ ho e´s.

Mitjanc¸ant el mateix raonament provar´ıem que si a11 ≤ −1, la transformacio´ de Lorentz
envia vectors temporals futurs a passats i viceversa.
Aix´ı, O+(1, n− 1) e´s el conjunt de les transformacions de Lorentz que conserva la orientacio´
temporal.
Per tant, acabem de veure que el grup de Lorentz esta` format per quatre components tan-
cades disjuntes:
• SO+(1, n− 1) = {A ∈ O(1, n− 1) : det(A) = 1, a11 ≥ 1} e´s la component de la identitat.
Aquest subconjunt del grup de Lorentz es pot comprovar fa`cilment que e´s un subgrup de
O(1, n− 1) i s’anomena el grup de Lorentz especial positiu, o be´ grup de Lorentz orto´cron
propi.
• O+−(1, n− 1) = {A ∈ O(1, n− 1) : det(A) = −1, a11 ≥ 1},
• SO−(1, n− 1) = {A ∈ O(1, n− 1) : det(A) = 1, a11 ≤ −1},
• O−−(1, n− 1) = {A ∈ O(1, n− 1) : det(A) = −1, a11 ≤ −1}.
Teorema 2.2.6. Les quatre components tancades del grup de Lorentz so´n homeomorfes i con-
nexes. Per tant, aquests quatre subespais so´n les components connexes del grup de Lorentz.
Demostracio´. Veiem, en primer lloc, que so´n homeomorfes. Anomenem
T =

−1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1
 , P =

−1 0 0 · · · 0
0 −1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1
 , TP =

1 0 0 · · · 0
0 −1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1
 .
Observem que T ∈ O−−(1, n−1), P ∈ SO−(1, n−1) i TP ∈ O+−. Considerem els morfismes
fT : SO
+(1, n− 1) → O−−(1, n− 1)
A 7→ TA ,
fP : SO
+(1, n− 1) → SO−(1, n− 1)
A 7→ PA ,
fTP : SO
+(1, n− 1) → O+−(1, n− 1)
A 7→ TPA .
fT , fP i fTP so´n homeomorfismes ja que so´n cont´ınues per ser aplicacions lineals, so´n bi-
jectives ja que l’aplicacio´ inversa de cadascuna e´s ella mateixa i, per tant, la inversa tambe´ e´s
cont´ınua.
Aix´ı, per tal de demostrar la connexio´ d’aquests quatre subespais e´s suficient provar que un
d’ells e´s connex. En la seccio´ segu¨ent, veurem que SO+(1, n) e´s connex.

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2.3 Expressio´ dels elements del grup de Lorentz
Tal i com sabem, tota matriu A ortogonal, A ∈ O(n), e´s conjugada a una matriu de la forma
segu¨ent: 
1
. . .
−1
. . .
A1
. . .
Ak

, (2.6)
on les matrius Ai, 1 ≤ i ≤ k so´n (
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
)
. (2.7)
En el cas de O(1, n), no podem trobar una expressio´ d’aquesta forma pero` existeix un resultat
que ens permet simplificar l’expressio´ de les matrius de Lorentz. En aquesta seccio´ seguirem
[Gal].
Proposicio´ 2.3.1. Tota matriu A ∈ O(1, n) admet una descomposicio´ de la forma
A =
(
1 0
0 Q
)(
c vt
v
√
Id+ vvt
)
,o be´ A =
( −1 0
0 Q
)(
c vt
v
√
Id+ vvt
)
,
on Q ∈ O(n) i c = √|v|2 + 1.
Demostracio´. En primer lloc observem que podem escriure tota matriu A ∈ O(1, n) en forma
de matriu a blocs com
A =
(
c vt
u B
)
,
on B e´s una matriu n× n i u, v so´n vectors columna en Rn i c ∈ R.
Imposant que A ∈ O(1, n), e´s a dir, AtηA = η i AηAt = η obtenim
−c2 + utu = −1, −c2 + vtv = −1,
Btu− cv = 0, Bv − cu = 0,
BBt − vvt = Id, BBt − uut = Id.
(2.8)
Recordem que donat un vector v, vvt/|v|2 e´s la projeccio´ ortogonal a la recta amb vector director
v. El nucli de vvt so´n tots els vectors ortogonals a v, en total n − 1. Aix´ı, tenim que 0 e´s un
valor propi de vvt amb multiplicitat n− 1. Com la trac¸a d’una matriu e´s igual a la suma dels
seus valors propis i vvt te´ n− 1 valors propis nuls, l’u´ltim valor propi sera` la trac¸a de vvt, e´s a
dir, |v|2, i tindra` vector propi proporcional a v. Per tant, vvt+Id tindra` valor propi |v|2+1 = c2
per (2.8) amb vector propi proporcional a v.
Tota matriu invertible admet una u´nica descomposicio´ QS on Q e´s una matriu ortogonal i
S e´s una matriu sime`trica definida positiva (descomposicio´ polar). Per tant, podem escriure
B = QS i BtB = (QS)tQS = StQtQS = StS = S2 i aix´ı, S =
√
Id+ vvt per (2.8).
√
Id+ vvt
sera` una matriu sime`trica i definida positiva per ser-ho S amb valor propi c o −c segons si c > 0
o c < 0 amb multiplicitat 1.
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Si c > 0, tenim Bv = QSv = Q(cv) = cQv, pero` abans hem vist que Bv = cu, per tant,
Qv = u. Aix´ı,
A =
(
c vt
u B
)
=
(
c vt
Qv QS
)
=
(
1 0
0 Q
)(
c vt
v
√
Id+ vvt
)
, (2.9)
on c =
√
1 + |v|2 i Q ∈ O(n).
Si c < 0, aleshores tenim Bv = QSv = Q(−cv) = cQ(−v), pero` abans hem vist que Bv = cu,
per tant, Q(−v) = u. Aix´ı,
A =
(
c vt
u B
)
=
(
c vt
Q(−v) QS
)
=
( −1 0
0 Q
)( −c −vt
−v √Id+ vvt
)
, (2.10)
on c = −√1 + |v|2, Q ∈ O(n). Anomenant c′ = −c, v′ = −v obtenim el resultat.

Proposicio´ 2.3.2. Suposem v 6= 0. Els valors propis de la matriu sime`trica definida positiva
S =
(
c vt
v
√
Id+ vvt
)
,
on c =
√|v|2 + 1, so´n 1 amb multiplicitat n − 1, eα i e−α, per α ≥ 0 amb multiplicitat 1
cadascuna. Una base ortonormal de vectors propis d’aquesta matriu e´s(
0
u1
)
, ...,
(
0
un−1
)
,
(
1√
2
v√
2|v|
)
,
(
− 1√
2
v√
2|v|
)
,
on ui ∈ Rn so´n ortogonals a v i ortogonals entre si.
Demostracio´. Observem que, resolent el sistema lineal(
c vt
v
√
Id+ vvt
)(
d
v
)
= λ
(
d
v
)
,
otenim { √
Id+ vvtv + dv = λv,
vtv + cd = λd,
on tenint en compte que |v|2 = c2 − 1 i √Id+ vvtv = cv,{
(c+ d)v = λv,
c2 − 1 + cd = λd.
Com v 6= 0, λ = c+d i, substituint a la segona equacio´, d2 = c2−1. Anomenem λ1 = c+
√
c2 − 1
i λ2 = c−
√
c2 − 1 i α = log (c+√c2 − 1), −α = log (c−√c2 − 1) on α ≥ 0 ja que c ≥ 1.
Per tant, λ1 = e
α i λ2 = e
−α so´n valors propis amb vectors propis (|v|, v)t i (−|v|, v)t on,
normalitzant, obtenim els dos u´ltims vectors anteriors.
Finalment, si u e´s ortogonal a v, aleshores,(
c vt
v
√
I + vvt
)(
0
u
)
=
(
0
u
)
,
ja que si u e´s ortogonal a v, aleshores vtu = 0 i (Id+ vvt)u = u, e´s a dir, u e´s un vector propi
de valor propi 1, per tant, tambe´ sera` un vector propi de valor propi 1 de
√
Id+ vvt.

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Corol·lari 2.3.3. Si v 6= 0, tota matriu S es pot escriure com S = PDP t, on
P =
(
1√
2
− 1√
2
0 · · · 0
v√
2|v|
v√
2|v| u1 · · · un−1
)
, D =

eα 0 0 · · · 0
0 e−α 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1
 .
Teorema 2.3.4. Tota matriu A ∈ O(1, n) es pot escriure com
A =
(
 0
0 M
)

coshα sinhα 0 · · · 0
sinhα coshα 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1

(
1 0
0 Q
)
, (2.11)
on  = ±1, M ∈ O(n) i Q ∈ SO(n).
En particular, tota matriu A ∈ SO+(1, n) es pot escriure com (2.11) amb  = 1 i M,Q ∈
SO(n).
Demostracio´. Per la proposicio´ 2.3.1, tota matriu A ∈ O(n) es pot descompondre com
A =
(
 0
0 R
)
S,
on  = ±1, R ∈ O(n) i c = √|v|2 + 1. El cas v = 0 e´s trivial, per tant, suposem v 6= 0. Pel
corol·lari 2.3.3, S = PDP t. Ara be´, observem que(
eα 0
0 e−α
)
=
(
1√
2
1√
2
− 1√
2
1√
2
)(
coshα sinhα
sinhα coshα
)( 1√
2
− 1√
2
1√
2
1√
2
)
.
Aix´ı, multiplicant,
(
1√
2
− 1√
2
0 · · · 0
v√
2‖v‖
v√
2|v| u1 · · · un−1
)
1√
2
1√
2
0 · · · 0
− 1√
2
1√
2
0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1
 ,
obtenim una matriu ortogonal (ja que u1, ..., un−1, v so´n ortogonals entre si) de la forma(
1 0
0 Q
)
,
on Q e´s una matriu amb columnes els vectors v|v| , u1, ..., un−1. Intercanviant, si e´s necessari, u1
per −u1, podem assegurar que el determinant de Q e´s 1 i, per tant, Q ∈ SO(n). Aix´ı, hem
obtingut
A =
(
 0
0 R
)(
1 0
0 Q
)

coshα sinhα 0 · · · 0
sinhα coshα 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1

(
1 0
0 Qt
)
,
on, anomenant M = RQ, obtenim el resultat.

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Definicio´ 2.3.5. Anomenem boost a la transformacio´ de Lorentz associada a la matriu
coshα sinhα 0 · · · 0
sinhα coshα 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1
 .
Corol·lari 2.3.6. SO+(1, n) e´s connex.
Demostracio´. Per tal de veure que l’espai SO+(1, n) e´s connex demostrarem que existeix un
camı´ entre la identitat i qualsevol element A ∈ SO+(1, n), e´s a dir, una aplicacio´ cont´ınua
A(t) : [0, 1]→ SO+(1, n) tal que A(0) = Id i A(1) = A.
Pel teorema 2.3.4, tota matriu A ∈ SO+(1, n) es pot escriure com
A =
(
1 0
0 M
)

coshα sinhα 0 · · · 0
sinhα coshα 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1

(
1 0
0 Q
)
,
amb M,Q ∈ SO(n). Considerem el camı´ A(t) : [0, 1]→ SO+(1, n) donat per
A(t) =
(
1 0
0 M(t)
)

cosh (tα) sinh (tα) 0 · · · 0
sinh (tα) cosh (tα) 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 · · · 1

(
1 0
0 Q(t)
)
, (2.12)
on M(t), Q(t) so´n matrius conjugades a una matriu de la forma (2.6) amb
Ak(t) =
(
cos (tθ) sin (tθ)
− sin (tθ) cos (tθ)
)
i determinant 1.
Aix´ı, per tot t ∈ [0, 1], A(t) ∈ SO+(1, n) e´s una aplicacio´ cont´ınua tal que A(0) = Id i
A(1) = A tal i com vol´ıem.

2.4 L’espai hiperbo`lic n-dimensional
En aquesta seccio´ veurem la relacio´ entre el grup de Lorentz i l’espai hiperbo`lic n-dimensional.
A partir de les propietats topolo`giques de l’espai hiperbo`lic dedu¨ırem propietats topolo`giques
del grup de Lorentz com la connexio´ i el grup fonamental.
Seguint [Gal], considerem l’hiperboloide de dos fulles Hn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖2 = −1}.
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Figura 2.1: Espai hiperbo`lic 3-dimensional dins del con de la llum
Aquest te´ dues components connexes: H+n = {x ∈ Hn : x0 ≥ 1} i H−n = {x ∈ Hn : x0 ≤ −1}.
Comprovem que aquests subespais so´n connexos. Sigui x = (x0, ..., xn) ∈ H+n amb x0 ≥ 1.
Podem trobar un camı´ σ : [0, 1]→ H+n continu des del punt (1, 0, ..., 0) a x donat per
t 7→
(√
1 + t2(x20 − 1), tx1, ..., txn
)
,
amb la qual cosa hem provat que aquest conjunt e´s connex. Ana`logament veur´ıem H−n .
Definicio´ 2.4.1. Definim el model hiperbo`lic en l’espai hiperbo`lic n-dimensional com H+n , la
fulla positiva de l’hiperboloide.
Un resultat important que mostra la relacio´ entre la teoria de la relativitat i la geometria
hiperbo`lica e´s el segu¨ent:
Teorema 2.4.2. El grup de les isometries hiperbo`liques e´s isomorf al grup de Lorentz positiu.
Recordem que les isometries so´n difeomorfismes que conserven el producte escalar. La de-
mostracio´ d’aquest teorema es pot trobar en [Rat].
En el que segueix farem u´s de definicions i resultats que es poden trobar en l’ape`ndix B.
Definim l’accio´ · : SO+(1, n)×H+n → H+n com
A · x = Ax. (2.13)
Es pot comprovar fa`cilment que aquesta aplicacio´ e´s una accio´ per les propietats del producte
de matrius. Per tal de veure que esta` ben definida, recordem que, en la seccio´ 2.2, hem vist
que tota matriu A ∈ SO+(1, n) preserva la norma, el cara`cter causal dels vectors i, en el cas
dels vectors temporals, l’orientacio´ temporal. Com H+n e´s el conjunt de vectors temporals futur
unitaris, tot A ∈ SO+(1, n) deixa invariant H+n i, per tant, l’accio´ esta` ben definida.
Proposicio´ 2.4.3. L’accio´ · : SO+(1, n)×H+n → H+n e´s transitiva.
Demostracio´. Per tal de provar la transitivitat d’aquesta accio´ e´s suficient veure que per tot
x ∈ H+n existeix A ∈ SO+(1, n) tal que Ae0 = x, on e0 = (1, 0, ..., 0) ∈ H+n .
Considerem l’hiperpla` H = {y ∈ Rn+1 : x ◦ y = 0}. Com ‖x‖2 = −1, x e´s un vector
temporal i, per la proposicio´ 1.2.2, y sera` un vector de tipus espai, e´s a dir, ‖y‖2 > 0. Sigui
y1, ..., yn una base de H. Com tots els vectors de H so´n de tipus espai, podem aplicar el me`tode
d’ortonormalitzacio´ de Gramm-Schmidt i obtenim v1, ..., vn una base de H tal que vi ◦ vj = δij,
1 ≤ i, j ≤ n.
A me´s, per construccio´, x ◦ vi = 0 i x ◦x = −1. Per tant, x, v1, ..., vn e´s una base ortonormal
de Lorentz. Considerem la matriu A amb columnes els vectors x, v1, ..., vn. Aquesta matriu e´s
una matriu de Lorentz tal que Ae0 = x tal i com vol´ıem.

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Proposicio´ 2.4.4. El grup d’isotropia de e0 de l’accio´ · : SO+(1, n)×H+n → H+n e´s
S˜O(n) =
{
A ∈ SO+(1, n) : A =
(
1 0
0 A′
)
, A′ ∈ SO(n)
}
.
Demostracio´. Sigui A ∈ SO+(1, n). Imposant Ae0 = e0, A ha de ser una matriu de la forma(
1 0
0 M
)
Com AtηA = η i det(A) = 1, aleshores, M tM = Id i det(M) = 1, e´s a dir, M ∈ SO(n).
Aix´ı, tal i com vol´ıem veure, el grup d’isotropia de SO+(1, n) e´s S˜O(n).

Observacio´ 2.4.5. Com S˜O(n) e´s difeomorf a SO(n) escriurem que el grup d’isotropia de
SO+(1, n) e´s SO(n).
Tal i com hem vist a la seccio´ anterior, el subespai SO+(1, n) e´s connex. Una altra manera
de demostrar-ho e´s utilitzant el grup d’isotropia.
Proposicio´ 2.4.6. SO+(1, n) e´s connex.
Demostracio´. Tal i com s’explica en l’ape`ndix B.2, com el grup d’isotropia de l’accio´ de SO+(1, n)
sobre H+n e´s SO(n), obtenim que SO+(1, n)/SO(n) e´s homeomorf a H+n .
Com hem vist que H+n i SO(n) so´n connexos, per la proposicio´ B.3.1, SO+(1, n) e´s connex.

Proposicio´ 2.4.7. H+n e´s simplement connex per tot n ≥ 1.
Demostracio´. Per tal de veure que el grup fonamental del model hiperbo`lic e´s el trivial veurem
que H+n e´s homeomorf a Rn.
Considerem l’aplicacio´ projeccio´:
p : H+n → Rn
(x0, ..., xn) 7→ (x1, ..., xn)
Com sabem, aquesta aplicacio´ e´s un homeomorfisme.
Per tant, H+n e´s homeomorf a Rn. Com espais topolo`gics homeomorfs tenen grups fonamen-
tals isomorfs, pi1(H+n ) ∼= pi1(Rn) ∼= 0.

Proposicio´ 2.4.8. El grup fonamental de SO+(1, n) e´s isomorf a
pi1(SO
+(1, n)) ∼=
{
Z si n = 2,
Z/2Z si n ≥ 3.
Demostracio´. Per la proposicio´ B.3.4 i el teorema B.3.5, tenim la cadena exacta
0
f1−→ pi1(SO(n)) f2−→ pi1(SO+(1, n)) f3−→ pi1(H+n ) ∼= 0.
Pel primer teorema d’isomorfia,
Im(f2) ∼= pi1(SO(n))/Ker(f2) ∼= pi1(SO(n))/Im(f1) ∼= pi1(SO(n)),
i
Im(f2) ∼= Ker(f3) ∼= pi1(SO+(1, n)).
Per tant, pi1(SO
+(1, n)) ∼= pi1(SO(n)) i, per la proposcio´ B.3.6, obtenim el resultat.

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2.5 Grup de Poincare´
Tal i com hem vist en les seccions anteriors, les transformacions de Lorentz so´n les isometries
de l’espai de Minkowski com a espai vectorial. Ara be´, l’espai de Minkowski tambe´ e´s un espai
af´ı i, per tant, les isometries d’aquest espai seran afinitats. En particular, les transformacions
de Lorentz so´n les que deixen fix l’origen, e´s a dir, les isometries lineals. En aquesta seccio´
seguirem [One].
Definicio´ 2.5.1. El grup de Poincare´ e´s el grup de totes les isometries afins de l’espai de
Minkowski. Aquestes isometries afins s’anomenen transformacions de Poincare´.
Es comprova fa`cilment que te´ estructura de grup amb la composicio´ d’aplicacions. Denota-
rem aquest grup com I(Rn1 ).
Aix´ı, el grup de Lorentz e´s un subrgup del grup de Poincare´. De fet veurem que e´s el grup
d’isotropia de l’origen. Per aquest motiu, el grup de Lorentz tambe´ s’anomena grup de Lorentz
homogeni i el de Poincare´, grup de Lorentz no homogeni.
Un tipus d’afinitats no lineals so´n les translacions. Les translacions so´n les aplicacions que,
per tot v vector de Rn1 ,
Tv : Rn1 → Rn1
x 7→ x+ v. (2.14)
El conjunt de totes les translacions de l’espai de Minkowski, que denotarem com R1,n−1, forma
un grup amb la composicio´ d’aplicacions, ja que f0 = Id i (fv)
−1 = f−v ∈ R1,n−1 i si fv, fu ∈
R1,n−1 aleshores per tot vector x ∈ Rn1 , (fv ◦ (fu)−1)(x) = (fv ◦ f−u)(x) = x−u+ v = fv−u(x) ∈
R1,n−1. A me´s, aquest grup e´s abelia` ja que fv ◦ fu = fu+v = fu ◦ fv.
A me´s, com dTv(x) = d(x+ v) = dx, les translacions so´n isometries de l’espai de Minkowski,
e´s a dir, el conjunt de totes les isometries e´s un subgrup del grup de Poincare´.
El grup de les translacions de l’espai de Minkowski e´s isomorf a Rn mitjanc¸ant l’isomorfisme
ϕ : R1,n−1 → Rn
fv 7→ v
Proposicio´ 2.5.2. Si Tv, Tu so´n translacions amb v, u ∈ Rn1 i φ, ψ ∈ O(1, n − 1), (Tv ◦ φ) ◦
(Tu ◦ ψ) = Tφ(u)+v ◦ (φ ◦ ψ).
Demostracio´. Siguin Tv, Tu ∈ R1,n−1 i φ, ψ ∈ O(1, n− 1). Per tot x ∈ Rn1 , se satisfa`
φ(Tu(x)) = φ(x+ u) = φ(x) + φ(u) = (Tφ(u) ◦ φ)(x).
Per tant, (Tv ◦ φ) ◦ (Tu ◦ ψ) = Tv ◦ (φ ◦ (Tu ◦ ψ)) = Tv ◦ Tφ(u) ◦ (φ ◦ ψ) = Tv+φ(u) ◦ (φ ◦ ψ).

Teorema 2.5.3. Tota isometria af´ı de Rn1 s’expressa de manera u´nica com la composicio´ d’una
translacio´ i una transformacio´ de Lorentz.
Demostracio´. En primer lloc observem que, si φ e´s una isometria af´ı de Rn1 tal que φ(0) = 0,
aleshores φ e´s una isometria lineal, e´s a dir, una transformacio´ de Lorentz.
Sigui φ una isometria af´ı de l’espai de Minkowski i tal que φ(0) = v ∈ Rn1 . Considerem
la translacio´ T−v i, fent la composicio´, (T−v ◦ φ)(0) = 0. Tal i com hem vist anteriorment,
tota isometria tal que la imatge del 0 e´s el 0, e´s una transformacio´ de Lorentz, e´s a dir,
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T−v ◦ φ = ψ ∈ O(1, n − 1). Aix´ı, tota isometria de l’espai de Minkowski es pot escriure com
φ = Tv ◦ ψ, la composicio´ d’una translacio´ i una transformacio´ de Lorentz.
Veiem la unicitat. Suposem Tv ◦ φ = Tu ◦ ψ. Aleshores v = (Tv ◦ φ)(0) = (Tu ◦ ψ)(0) = u i,
per tant, v = u. Aix´ı, Tv ◦ φ = Tv ◦ ψ i, composant amb T−v, φ = ψ.

Corol·lari 2.5.4. El grup de les translacions de l’espai de Minkowski e´s un subgrup normal de
I(Rn1 ).
Demostracio´. Recordem que R1,n−1 e´s un subgrup normal de I(Rn1 ) si per tot Tv ∈ R1,n−1 i
per tot φ ∈ I(Rn1 ), φ ◦ Tv ◦ φ−1 ∈ R1,n−1. Pel teorema 2.5.3, e´s suficient comprovar-ho per
φ ∈ O(1, n− 1).
Per la proposicio´ 2.5.2, φ ◦ Tv ◦ φ−1 = (Tφ(v) ◦ φ)(φ−1(x)) = Tφ(v)(x) ∈ R1,n−1.

Considerem l’aplicacio´
R1,n−1 ×O(1, n− 1) → I(Rn1 )
(Tv, φ) 7→ Tv ◦ φ
Pel teorema 2.5.3, aquesta aplicacio´ e´s injectiva i exhaustiva. A me´s, com pel corol·lari 2.5.4
el grup de les translacions e´s un subgrup normal de I(Rn1 ), el producte R1,n−1 ×O(1, n− 1) e´s
semidirecte.
Per tant, acabem de demostrar el segu¨ent resultat:
Teorema 2.5.5. Existeix una bijeccio´ entre el grup de Poincare´ I(Rn1 ) i el producte semidirecte
R1,n−1 oO(1, n− 1).
Aquesta caracteritzacio´ del grup de Poincare´ ens permet deduir algunes propietats impor-
tants a partir de les propietats del grup de Lorentz.
Proposicio´ 2.5.6. El grup de Poincare´ e´s un grup de Lie no compacte.
Proposicio´ 2.5.7. El grup de Poincare´ te´ quatre components connexes homeomorfes R1,n−1o
SO+(1, n − 1), R1,n−1 × O+−(1, n − 1), R1,n−1 × SO−(1, n − 1) i R1,n−1 × O−−(1, n − 1), on
R1,n−1 o SO+(1, n− 1) e´s la component connexa de la identitat.
Proposicio´ 2.5.8. El grup fonamental del grup de Poincare´ e´s Z/2Z.
Demostracio´. Per les propietats del grup fonamental,
pi1(R1,n−1oO(1, n−1)) ∼= pi1(R1,n−1)×pi1(O(1, n−1)) ∼= 0×pi1(SO+(1, n)) ∼= 0×Z/2Z ∼= Z/2Z.

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Tema 3
Teoria de la relativitat especial
En aquest cap´ıtol explicarem en que` consisteix la teoria de la relativitat especial que va
formular Einstein el 1905. Mitjanc¸ant les eines desenvolupades en els cap´ıtols 1 i 2, veurem
com les transformacions de Lorentz ens relacionen les coordenades d’un esdeveniment, e´s a dir,
el temps i espai en que` ha succe¨ıt algun fet segons diversos observadors. Veurem com aquests
esdeveniments so´n punts de l’espai-temps de Minkowski i donarem sentit f´ısic a les definicions
de cara`cter causal de vectors i corbes.
Abans de comenc¸ar, hem de tenir present que la teoria de la relativitat especial nome´s
se satisfa` estr´ıctament quan el sistema de refere`ncia que considerem no es veu afectat per la
gravetat. Tot i aix´ı, en molts casos, es pot suposar que sobre la superf´ıcie de la Terra el camp
gravitatori terrestre i de la resta d’astres e´s negligible.
3.1 Espai-temps en la meca`nica cla`ssica
Per tal d’entendre millor aquesta teoria, veurem el principi de la relativitat abans de l’arri-
bada d’Einstein i alguns dels problemes que presentava.
El primer intent de formular la teoria de la relativitat la trobem en Aristo`til. Aristo`til
afirma` que la Terra estava en repo`s absolut i era el centre de l’univers. Aix´ı, es podia descriure
el moviment relatiu de la resta de planetes de l’univers respecte la Terra. Matema`ticament,
aquest model equival a que la Terra era l’origen O de l’espai R3 i, a me´s, afirmava l’existe`ncia
d’un temps absolut en R amb un origen fixat.
Galileu va ser un altre precursor de la teoria de la relativitat. Afirmava que mariners en un
vaixell que es desplac¸ava amb velocitat constant no podien determinar la velocitat del vaixell
sense observar el moviment relatiu d’aquest respecte l’exterior. Un mariner tancat en una sala
sense finestres no podia saber si el vaixell es movia en velocitat constant o estava en repo`s.
Aquest principi de la relativitat afirma que no existeix el moviment absolut. Nome´s podem
mesurar la velocitat relativa a alguna altra cosa. A difere`ncia d’Aristo`til, Galileu veia l’espai
com un espai af´ı A3 sense un origen fixat i el temps com un A tambe´ sense origen fixat. L’espai-
temps de Galileu e´s, per tant A× A3.
A me´s, Galileu tambe´ va proposar una transformacio´, que s’anomena transformacio´ de Ga-
lileu, que relaciona les posicions i el temps en que` ha succe¨ıt un esdeveniment segons dos
observadors d’aquest succe`s.
Exemple 3.1.1. Suposem que tenim G un punt en repo`s i D un punt en un vaixell que es
mou a velocitat constant u en la direccio´ de les x respecte G. Suposem tambe´ que estan a
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la mateixa altura. Considerem G origen del sistema de coordenades en x, y, t i D origen del
sistema de coordenades corresponent en x′, y′ i t′. Suposant que el temps no te´ cap relacio´ amb
el moviment dels sistemes, podem prendre t′ = t. La posicio´ de D respecte G en cada temps t
sera` x = ut.
Figura 3.1: Transformacio´ de Galileu
Suposem que les coordenades d’un esdeveniment respecte D so´n (x′, y′) en un instant t′.
Per tal de determinar les coordenades d’aquest esdeveniment respecte G, nome´s cal afegir el
moviment del vaixell. Aix´ı, les transformacions de Galileu so´n
x = x′ + ut,
y = y′,
t = t′.
(3.1)
Me´s tard, Newton tambe´ va comprovar que un esdeveniment de tipus meca`nic, com el
moviment d’una part´ıcula, es percep de la mateixa manera si l’observador es troba en repo`s o si
es desplac¸a amb velocitat constant. La llei de la gravitacio´ universal, les lleis de xocs, meca`nica
de fluids... tota la meca`nica cla`ssica s’enuncia de la mateixa manera si, enlloc de referir-la a
observadors immo`bils, la referim a observadors que es mouen amb velocitat constant. Per tant,
la meca`nica cla`ssica es conservava per transformacions de Galileu.
Ara be´, les lleis de l’electromagnetisme, equacions de Maxwell, no es conserven per transfor-
macions de Galileu. Experimentalment, en canvi, s´ı eren va`lides tant en un espai en repo`s com
en un que es mogue´s amb velocitat constant.
Un altre dels problemes que presentava era el fet que la velocitat de la llum no tenia cap
paper especial. Suposem que estem sota les hipo`tesis de l’exemple 1. Suposem que un raig de
llum surt de G en l’eix de les x sentit positiu. Com sabem, la llum es mou seguint un moviment
rectilini uniforme amb velocitat constat c. Aix´ı, G veura` el raig a la posicio´ x = ct per cada t.
Segons les transformacions de Galileu, aquest raig de llum sera` vist des de D com
x′ = x− ut = ct− ut = (c− u)t = (c− u)t′,
y′ = y,
t′ = t.
E´s a dir, el raig de llum en el sistema de refere`ncia en moviment, es desplac¸a amb un moviment
rectilini uniforme de velocitat c−u. Ana`logament, si el raig de llum hague´s sortit en sentit ne-
gatiu, e´s a dir, x = −ct, obtindr´ıem que, en el sistema de refere`ncia en moviment, la trajecto`ria
d’aquest raig de llum seria una recta amb velocitat constant −(c+ u).
D’acord amb els fets experimentals, la velocitat de la llum no depe`n del sistema de refere`ncia
que escollim, nome´s del medi on ens trobem i, per tant, tal i com veiem, les transformacions
de Galileu no respecten aquest principi.
Aix´ı doncs, per molt intu¨ıtives que fossin les transformacions de Galileu, es va haver de
buscar una manera de corregir-les.
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A continuacio´ formalitzarem uns quants conceptes importants en la formulacio´ de la teoria
de la relativitat tal i com l’entenia Newton per tal de poder comparar posteriorment amb el
model que va proposar Einstein. Seguirem [One].
Definicio´ 3.1.2. Anomenem espai newtonia` E un espai af´ı euclidia` de dimensio´ 3, e´s a dir,
una varietat riemanniana isome`trica a R3 amb producte escalar cano`nic.
Anomenem temps newtonia` la recta real af´ı A1 amb una orientacio´.
Aquesta definicio´ d’espai newtonia` implica, com en el cas de Galileu, que no tenim un origen
fixat pero` s´ı tenim rectes, plans, paral·lisme, dista`ncia entre dos punts... No e´s possible escollir
un observador absolut. Pel que fa al temps, tampoc e´s possible escollir un temps absolut, nome´s
la difere`ncia de temps e´s significativa. Tot i aix´ı, prendrem com a temps newtonia` R.
En l’espai de Newton tenim cossos el moviment dels quals es mesura per la difere`ncia de
dista`ncies entre diversos cossos de l’espai newtonia`. Aquesta difere`ncia de dista`ncies es pot
pensar com una funcio´ del temps newtonia`.
Definicio´ 3.1.3. Una part´ıcula newtoniana e´s una corba diferenciable α : I → E on E e´s
l’espai newtonia` i I e´s un interval de temps newtonia`.
A pesar que el model de Newton no tenia un origen fixat, s´ı considerava punts fixos, que
anomenava estrelles fixes, i que li permetien trobar la posicio´ d’un punt, definir conceptes com
velocitat d’una part´ıcula... Com en l’espai no existeixen aquests punts fixos, utilitzarem el
concepte de sistema de refere`ncia, que permet trobar la posicio´ relativa d’un punt o la velocitat
d’una part´ıcula sense considerar estrelles fixes. Un sistema de refere`ncia e´s un sistema de
coordenades en repo`s o en moviment. La principal propietat que ha de tenir aquest sistema de
coordenades e´s que ha de mantenir les dista`ncies.
Definicio´ 3.1.4. Un sistema de coordenades euclidia` en E e´s una isometria ϕ : E → R3.
En aquesta definicio´ de sistema de coordenades no interve´ el para`metre t del temps newtonia`,
e´s el mateix en tots els sistemes de coordenades. A continuacio´ definirem l’espai-temps newtonia`
que ens permetra` la parametritzacio´ per diferents temps.
Definicio´ 3.1.5. L’espai-temps newtonia` e´s una varietat diferenciable producte X = R×E de
dimensio´ 4. Els seus punts (t, x) ∈ X s’anomenen esdeveniments.
Definicio´ 3.1.6. Anomenem l´ınia d’univers en l’espai-temps newtonia`, la subvarietat 1- di-
mensional W tal que la restriccio´ de la projeccio´ natural de X en R e´s un difeomorfisme amb
un interval I ⊂ R.
Donada una part´ıcula newtoniana α : I → E, el seu graf, {(t, α(t)), t ∈ I}, e´s una l´ınia
d’univers. Aix´ı, la l´ınia d’univers d’una part´ıcula e´s la seva trajecto`ria.
En dimensio´ 1, podem visualitzar fa`cilment el concepte de l´ınia d’univers. Suposant que la
part´ıcula es desplac¸a per R, una l´ınia d’univers seria de la forma:
Lnia d’univers
x
t
Figura 3.2: L´ınia d’univers
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3.2 Postulats de la relativitat especial
La teoria de la relativitat especial es basa en dos postulats: el principi de la relativiat i el
principi d’invaria`ncia de la velocitat de la llum. Descriurem aquests postulats seguint [Gir].
3.2.1 El principi de la relativitat
El principi de la relativitat exte`n el principi de la relativitat de Galileu i Newton, el qual,
com hem vist, afirmava que les lleis f´ısiques meca`niques s’enuncien d’igual manera en un espai
en repo`s o en un espai que es desplac¸a amb velocitat constant. En la seccio´ anterior ja hem
vist les primeres definicions de sistemes de refere`ncia. En aquesta, explicarem el concepte de
sistema inercial.
Definicio´ 3.2.1. Un sistema de refere`ncia e´s el conjunt de tres eixos orientats perpendiculars
de l’espai amb un origen comu´. Suposem fixada una unitat de mesura i l’existe`ncia d’un rellotge
en cada punt immo`bil sincronitzat amb el rellotge de qualsevol altre punt immo`bil de l’espai.
Per rellotges sincronitzats situats en punts immo`bils entenem que, si d’un punt A surt un
raig de llum en el temps t0 i arriba a un punt B en t
′
0 i que aquest, reflectit per un mirall, torna
a A en t1, aleshores els rellotges estan sincronitzats si t
′
0 − t0 = t1 − t′0.
Veiem una manera de sincronitzar els rellotges d’un sistema de refere`ncia suposant que
estem en el buit i tenint en compte que sabem el valor de la velocitat de la llum. Fixem que,
en l’origen, el temps t0 = 0. Si s’emet un raig de llum des d’aquest punt en totes les direccions,
e´s a dir, de manera esfe`rica, aquest assolira` el punt P = (x, y, z) situat a una dista`ncia d de
l’origen en l’instant t = d/c. Assignem a cada rellotge de cada punt aquest t. Observem que,
com d2 = x2 + y2 + z2, aleshores x2 + y2 + z2 = c2t2.
Definicio´ 3.2.2. Siguin S, S ′ dos sistemes de refere`ncia. Direm que S ′ es mou amb moviment
rectilini uniforme respecte a S si existeix un vector v = (v1, v2, v3) ∈ R3 tal que tota part´ıcula
A immo`bil respecte S ′ es troba en cada temps t en un punt de coordenades (A1(t), A2(t), A3(t))
respecte el sistema S de manera que dAi(t)
dt
= vi, per tot t i per i = 1, 2, 3.
Observem que un sistema de refere`ncia S ′ es mou amb moviment rectilini uniforme respecte
a S si, i nome´s si, S es mou amb moviment rectilini uniforme respecte S ′.
Definicio´ 3.2.3. Direm que dos sistemes de refere`ncia S, S ′ so´n equivalents si tenim una d’a-
questes dues situacions:
• S, S ′ estan immo`bils un respecte de l’altre i en els dos sistemes de refere`ncia utilitzem la
mateixa unitat de mesura i temps,
• S ′ es mou amb moviment rectilini uniforme respecte S amb velocitat no nul·la, dos esde-
veniments ocorreguts en S (resp. S ′) so´n vistos en el mateix ordre temporal en S ′ (resp.
S), i la dista`ncia entre dos esdeveniments en S (resp. S ′) ocorreguts en un interval de
temps 1 de S (resp. S ′) e´s la mateixa que la dista`ncia entre aquests dos esdeveniments
en S ′ (resp. S) en el mateix interval de temps 1 de S ′ (resp. S).
Principi de la relativitat: existeixen uns sistemes de refere`ncia, anomenats sistemes
inercials tals que se satisfan les propietats segu¨ents:
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(i) Si S e´s un sistema inercial, tambe´ ho e´s tot sistema S ′ immo`bil respecte S que s’obtingui
de S per un desplac¸ament dels eixos i un canvi d’origen en el temps.
(ii) Si S e´s inercial i A e´s un punt que es mou respecte de S amb un moviment rectilini
uniforme amb una velocitat de mo`dul menor que la de la llum, aleshores existeix un
sistema inercial que te´ per origen aquest punt A.
(iii) Dos sistemes inercials so´n sempre equivalents.
(iv) Les lleis f´ısiques s’enuncien d’ide`ntica manera independentment del sistema inercial on
ens trobem.
El principi de la relativitat sovint s’enuncia de manera me´s senzilla com: les lleis de la
f´ısica s’enuncien d’igual manera en sistemes de refere`ncia en repo`s o amb un moviment rectilini
uniforme.
3.2.2 El principi d’invaria`ncia de la velocitat de la llum
Principi d’invaria`ncia de la velocitat de la llum:
(i) Un raig de llum en el buit es propaga amb moviment rectilini uniforme respecte un ob-
servador immo`bil en un sistema inercial S.
(ii) El mo`dul de la velocitat de la llum c e´s constant, independent del sistema inercial S.
Tal i com hem avanc¸at en la seccio´ anterior, aquest principi contradiu el principi de la
relativitat de Newton i Galileu ja que, per l’additivitat de la suma de velocitats, el mo`dul de la
velocitat de la llum hauria de canviar segons el sistema inercial. Ara be´, resultats experimentals,
com l’experiment de Michelson i Morley, confirmen aquest postulat.
3.3 Espai-temps de Minkowski
En aquesta seccio´ veurem la formulacio´ matema`tica del principi de la relativitat especial
explicat en la seccio´ anterior. Fent un canvi d’unitats, podem prendre c = 1.
Definicio´ 3.3.1. L’espai-temps de Minkowski M e´s un espai isome`tric a l’espai de Minkowski
de dimensio´ 4, R41.
Per tal de definir el concepte ana`leg a una part´ıcula en l’espai-temps de Newton, haurem de
tenir en compte el cara`cter causal dels seus vectors tangents.
Definicio´ 3.3.2. Una part´ıcula material en M e´s una corba diferenciable α : I →M de tipus
temporal futur.
Una part´ıcula de tipus llum e´s una corba diferenciable de tipus llum tal que e´s isome`trica a
una recta en R41 amb vector tangent de tipus llum.
El para`metre τ que donada una part´ıcula material α : I →M satisfa` ‖α′(τ)‖2 = −1 per tot
τ ∈ I s’anomena temps propi.
Per simplificar l’escriptura, avancem que les corbes de M isome`triques a una recta en R41
s’anomenen geode`siques. En el cap´ıtol segu¨ent veurem la definicio´ acurada de geode`sica que,
de moment, no usarem.
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Conservant la terminologia donada en el cas newtonia`, els punts de M s’anomenen esdeve-
niments i les trajecto`ries de les part´ıcules s’anomenen l´ınies d’univers.
Definicio´ 3.3.3. Un sistema de coordenades de Lorentz, o inercial, en M e´s una isometria
ϕ : M → R41 que preserva l’orientacio´ temporal.
E´s a dir, un sistema de coordenades de Lorentz e´s un difeomorfisme entre M i R41 que, a
me´s, conserva la me`trica per tot temps.
Sigui ϕ = (x0, ..., x3) una isometria entre M i R41 que preserva la orientacio´ temporal, ales-
hores, tal i com hem vist en el primer cap´ıtol, existeix una base ortonormal tal que, si g e´s el
tensor me`tric de M ,
gij =
∂
∂xi
◦ ∂
∂xj
= iδij,  = (−1, 1, 1, 1),
ja que, tal i com hem vist en el primer cap´ıtol, en R41 existeix una base ortonormal en la qual
el producte intern de Lorentz de dos vectors admet una expressio´ d’aquesta forma.
Aix´ı, si e0, e1, e2, e3 e´s una base ortonormal de Tp(M), se satisfa`
e0 =
∂
∂x0
∣∣∣∣
p
, e1 =
∂
∂x1
∣∣∣∣
p
, e2 =
∂
∂x2
∣∣∣∣
p
, e3 =
∂
∂x3
∣∣∣∣
p
.
En el primer cap´ıtol, vam definir el cara`cter causal de vectors, corbes i subespais vectorials.
Ara, definirem el cara`cter causal d’esdeveniments en l’espai-temps de Minkowski.
Donats p, q ∈M , i un sistema de coordenades de Lorentz o inercial ϕ = (x0, ..., x3), escriurem
~pq =
3∑
i=0
(xi(q)− xi(p)) ∂
∂xi
,
on ~pq e´s el vector que uneix p i q en R41. Com ϕ e´s una isometria, el cara`cter causal del vector
en M i en R41 sera` el mateix.
Anomenem con temporal futur de l’esdeveniment p els punts {q ∈M : ~pq e´s temporal futur}.
Si un esdeveniment q pertany al con temporal futur de p, aleshores existeix una part´ıcula
material que els uneix. La frontera d’aquest con s’anomena con de llum futur de p. Aix´ı, si
un esdeveniment q pertany al con de llum futur de p, existeix una part´ıcula de tipus llum que
els uneix. La unio´ d’aquests dos e´s el que s’anomena con causal futur de p. Ana`logament
definir´ıem els mateixos conceptes en el con passat.
Tot punt q ∈M que no es troba en el con causal futur ni passat de p s’anomena espacial.
Definicio´ 3.3.4. Donats dos esdeveniments p, q ∈M , direm p pot influenciar q si existeix una
part´ıcula de p a q.
Aix´ı, els u´nics esdeveniments que poden influenciar o poden ser influenciats per un punt
p ∈M so´n els del seu con causal futur o passat respectivament.
En la teoria de Newton i Galileu, en que` l’espai-temps era el producte del temps R i un espai
isome`tric a un espai euclidia`, tot esdeveniment pot ser influenciat o influenciar qualsevol altre
esdeveniment.
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Con causal futur
Con causal passat
p p
Futur
Passat
Espai-temps de Minkowski Espai-temps newtoni
Figura 3.3: Espai-temps de Minkowski i Newton
Definicio´ 3.3.5. Donats dos punts p, q en l’espai-temps de Minkowski M , definim la separacio´
pq entre p i q com el mo`dul de ‖ ~pq‖.
En termes d’un sistema de coordenades de Lorentz,
pq = |(ϕ(q)− ϕ(p)) ◦ (ϕ(q)− ϕ(p))|1/2 =
∣∣∣∣∣−(x0q − x0p)2 +
3∑
i=1
(xiq − xip)2
∣∣∣∣∣
1/2
≥ 0.
Observem que si ~pq e´s temporal futur, aleshores, pq e´s el temps propi de la recta en R41 que
uneix ϕ(p) i ϕ(q). Aix´ı, pq sera` el temps propi de la part´ıcula geode`sica que uneix p, q.
Si ~pq e´s de tipus llum, e´s a dir, existeix una part´ıcula de tipus llum que uneix p i q, aleshores,
pq = 0.
Per tal de determinar les coordenades d’un esdeveniment, necessitem donar-les en relacio´ a
un altre esdeveniment.
Definicio´ 3.3.6. Una part´ıcula material en M e´s un observador si e´s una geode`sica.
Sigui ϕ un sistema de coordenades de Lorentz en M . Que un observador sigui geode`sica
implica que, en R41, e´s una recta. Sigui ω : I → M una part´ıcula material tal que ϕ(ω) =
(x0(ω(t)), x1(ω(t)), x2(ω(t)), x3(ω(t))) = (t, 0, 0, 0), e´s a dir, la l´ınia d’univers de ω e´s l’eix x0 de
ϕ. Aquest ω e´s un observador de M . Observem que ‖ϕ(ω′(t))‖2 = −1, per tant, t e´s el temps
propi de la part´ıcula.
Per la definicio´ de sistema de refere`ncia inercial donat en la seccio´ anterior, escollir un sistema
de refere`ncia inercial en repo`s equival a escollir com a observador la part´ıcula que te´ per l´ınia
d’univers l’eix x0 juntament amb uns eixos ortonormals a aquest que tinguin per origen el punt
de temps zero de l’observador.
Definicio´ 3.3.7. Sigui ϕ un sistema de coordenades de Lorentz en M . Per cada esdeveniment
p ∈ M , el nombre x0(p) s’anomena el ϕ-temps de p i el punt ~p = (x1(p), x2(p), x3(p)) ∈ R3
s’anomena la ϕ-posicio´ de p.
Sigui α : I → M una part´ıcula, material o de tipus llum. Per cada s ∈ I (temps propi
si α e´s material), el ϕ-temps de l’esdeveniment α(s) e´s t = x0(α(s)) i la seva ϕ-posicio´ e´s
(x1(α(s)), x2(α(s)), x3(α(s))). Observem que, per cada s ∈ I se satisfa`
d(x0α(s))
ds
= α′(s)
∂
∂x0
∣∣∣∣
α(s)
= −α′(s) ◦ ∂
∂x0
> 0, (3.2)
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ja que per ser α una part´ıcula material, α′(s) e´s un vector temporal per tot s ∈ I i ∂
∂x0
tambe´
e´s un vector temporal i, com sabem, el producte intern de Minkowski de dos vectors temporals
futurs e´s sempre negatiu. Aix´ı, x0 ◦ α e´s un difeomorfisme de I sobre algun interval J ⊂ R.
Sigui u : J → I la funcio´ inversa. Els para`metres t i s estan relacionats per t = x0α(s) i
s = u(t).
Per tot t ∈ J , ϕ-temps d’una part´ıcula α, podem trobar la ϕ-posicio´:
~α(t) = (x1αu(t), x2αu(t), x3αu(t)) .
Aix´ı, les coordenades d’α en M produeixen una corba ~α : J → R3 anomenada la part´ıcula
newtoniana ϕ-associada de α, que e´s el que l’observador ω veu de α. E´s a dir, per cada t,
l’observador ω assignara` les coordenades ~α(t) corresponents a la posicio´ de part´ıcula newtoniana
associada a α.
Definicio´ 3.3.8. Sigui ϕ : M → R41 un sistema de coordenades de Lorentz. Sigui α(s) una
part´ıcula, ω(t) un observador on s, t so´n els temps propis de α i ω respectivament. Anomenem
velocitat de α relativa a l’observador ω el valor
dα
dt
i velocitat de ~α relativa a l’observador ω
com
d~α
dt
.
Observem que la velocitat de la part´ıcula de newton ϕ-associada a una part´ıcula α correspon
a la velocitat usual que assignar´ıem a una part´ıcula en R3.
En el que segueix, suposem fixat un observador ω(t) amb t el seu temps propi i uns eixos
ortonormals a la trajecto`ria de la part´ıcula ω. Tots els esdeveniments i velocitats so´n relatives
a ω.
Lema 3.3.9. Sigui γ una part´ıcula de tipus llum en M . Donat ϕ un sistema de coordenades
de Lorentz, ~γ e´s una recta de R3 amb velocitat 1.
Demostracio´. Per ser γ una geode`sica, ϕ(γ(s)) e´s una recta en R41. Per tant,
xiγ(s) = ais+ bi, 0 ≤ i ≤ 3.
Aix´ı, la part´ıcula newtoniana associada, ~γ(s) = (x1γ(s), x2γ(s), x3γ(s)) ∈ R3 e´s una recta.
A me´s, per ser de tipus llum, ϕ(γ(s))′ ◦ ϕ(γ(s))′ = 0, on ϕ(γ(s))′ = dϕ(γ(s))
ds
. Tenint en
compte que, tal i com hem vist anteriorment, t i s estan relacionades per t = x0(γ(s)),
dϕ(γ(s))
ds
=
∑
i
ai
∂
∂xi
=
dt
ds
∂
∂x0
+
3∑
j=1
d(xi(γ(s)))
ds
∂
∂xj
,
Per tant, obtenim
‖ϕ(γ(s))′‖2 = −
(
dt
ds
)2
+
∣∣∣∣d~γds
∣∣∣∣2 = 0⇒ dtds =
∣∣∣∣d~γds
∣∣∣∣ ,
on | | denota la norma del producte escalar euclidia`.
Aix´ı, la velocitat de la part´ıcula ~γ e´s
v =
∣∣∣∣d~γdt
∣∣∣∣ = d~γ/dsdt/ds = 1.

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Tal i com hem postulat, la llum e´s una part´ıcula de tipus llum que es desplac¸a amb velocitat
constant igual a 1 respecte qualsevol observador. Aix´ı, amb aquest lema, hem vist que les
definicions donades anteriorment so´n consistents amb els postulats de la relativitat especial.
Proposicio´ 3.3.10. Sigui ϕ un sistema de coordenades de Lorentz en M . Sigui α(τ) una
part´ıcula material i τ el temps propi.
1. La velocitat de ~α e´s v = tanh θ, on θ e´s l’angle hiperbo`lic entre α′ = dα/dτ i el vector ∂
∂x0
de ϕ. En particular, 0 ≤ v < 1.
2. El temps τ de α i el seu ϕ-temps t estan relacionats per
dt
dτ
=
(x0(α(τ)))
dτ
= cosh θ =
1√
1− v2 ≥ 1.
Demostracio´. Com α′ i ∂
∂x0
so´n vectors temporals futurs, existeix un u´nic angle de hiperbo`lic
θ ≥ 0 entre ells determinat per
α′(τ) ◦ ∂
∂x0
= ‖α′(τ)‖
∥∥∥∥ ∂∂x0
∥∥∥∥ cosh θ ⇒ cosh θ = −α′(τ) ◦ ∂∂x0 = d(x0(α(τ)))dτ = dtdτ
On en la penu´ltima igualtat hem utilitzat (3.2). Com ‖α′(τ)‖2 = −1, aleshores,
−
(
dt
dτ
)2
+
∣∣∣∣d~αdτ
∣∣∣∣2 = −1.
Substituint, ∣∣∣∣d~αdτ
∣∣∣∣ = √cosh2 θ − 1 = sinh θ ≥ 0.
Aix´ı, ~α te´ velocitat
v =
∣∣∣∣d~αdt
∣∣∣∣ = d~α/dτdt/dτ = sinh θcosh θ = tanh θ.
Per les identitats hiperbo`liques obtenim que cosh θ = 1√
1−v2 .

Aix´ı, si ϕ e´s un sistema de coordenades de Lorentz i ω1(t), ω2(s) dos observadors de M ,
ϕ(ω2(s)) sera` una recta en R41 tal que ~ω2 tindra` velocitat menor que 1. E´s a dir, un observador
ω1(t) que veura` un altre observador ω2(s) desplac¸ant-se amb un moviment rectilini uniforme
amb velocitat menor que la de la llum i viceversa. Aquest fet e´s que anteriorment hem enunciat
com donat un sistema de refere`ncia inercial, tot sistema de refere`ncia que es mogui respecte
aquest amb velocitat uniforme tambe´ e´s inercial.
3.4 Transformacions de Poincare´
En la seccio´ anterior hem descrit com donar les coordenades d’un esdeveniment en un sistema
de refere`ncia inercial e´s equivalent a donar les coordenades d’un esdeveniment en funcio´ d’un
observador. Ara be´, existeixen infinits observadors que ens permeten donar les coordenades
d’un esdeveniment. El principal problema en el marc de la relativitat especial consisteix en
veure com es relacionen les coordenades d’un esdeveniment vist per diversos observadors, e´s a
dir, segons sistemes de refere`ncia inercials diferents.
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Tal i com hem vist, els esdeveniments es representen com a punts en l’espai de Minkowski
i, per tant, aquest e´s un problema de canvis de base en l’espai de Minkowski. Donats M ,
M ′ espai-temps de Minkowski per tal de veure com es relacionen les coordenades d’un mateix
esdeveniment en M i en M ′, com so´n isome`trics a R41 treballarem amb les coordendades en R41.
Tal i com sabem, R41 e´s un espai af´ı. A difere`ncia dels canvis de base en l’espai-temps de Newton
af´ı en que` donades dues bases tenim una afinitat que ens permet passar de les coordenades d’un
punt en una refere`ncia a una altra, en els problemes de la relativitat especial, aquestes bases
tambe´ so´n funcions del temps.
Siguin (t, x, y, z) ∈ R41 les coordenades d’un esdeveniment en un sistema de refere`ncia inercial
S donat per un observador ω(t) i (t′, x′, y′, z′) ∈ R41 les coordenades d’un sistema de refere`ncia
inercial S ′ donat per un observador α(s). Tal i com hem observat anteriorment, com R41 e´s un
espai af´ı, la transformacio´ f : R41 → R41 haura` de ser una afinitat tal que f(S) = S ′. E´s a dir, si
S e´s un sistema de refere`ncia inercial, f(S) haura` de ser un sistema de refere`ncia inercial, que,
d’acord amb els postulats de la relativitat especial, significa que f(S) haura` de satisfer:
(i) f(S) e´s immo`bil respecte S i s’obte´ de S per un desplac¸ament dels eixos i un canvi d’origen
en el temps, e´s a dir, f e´s una translacio´.
(ii) Si α e´s un observador de S, aleshores f(S) e´s un sistema inercial que te´ per origen aquest
observador.
(iii) S i f(S) so´n equivalents, e´s a dir, f haura` de conservar dista`ncies.
(iv) Les lleis f´ısiques s’enuncien d’ide`ntica manera independentment en S i en f(S).
Observem que les transformacions de Poincare´ satisfan totes aquestes caracter´ıstiques. Per
tant, donats dos sistemes inercials S, S ′ existeix una u´nica transformacio´ de Poincare´ tal que
f(t, x, y, z) = (t′, x′, y′, z′).
Siguin S i S ′ dos sistemes de refere`ncia inercials tals que S suposem que es troba en repo`s i
S ′ es mou amb moviment rectilini uniforme de velocitat v respecte S. E´s a dir, v = dα/dt.
y′
v
x′
z′
z
x
y
Figura 3.4: Representacio´ dels sistemes de refere`ncia S, S ′ en un instant de temps
Per tal d’estudiar els efectes relativistes que es produeixen en fer el canvi de coordenades
d’un esdeveniment de S a S ′, e´s a dir, un canvi de base en l’espai de Minkowski, podem suposar
que S i S ′ tenen el mateix origen fent una translacio´. Aix´ı, els observadors que generen S i S ′
coincidiran en l’instant inicial: f(0, 0, 0, 0) = (0, 0, 0, 0). Dit d’una altra manera, f sera` una
transformacio´ de Lorentz.
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y
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z′
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Figura 3.5: Representacio´ dels sistemes de refere`ncia S, S ′ amb mateix origen en un instant de
temps
Fent si cal un canvi d’orientacio´ i rotacions, e´s a dir, aplicacions de SO(n), podem suposar
que l’orientacio´ de S i S ′ sera` la mateixa, el moviment de S ′ respecte S e´s nome´s sobre l’eix x i els
eixos y, z so´n paral·lels. Anomenem aquesta disposicio´ dels sistemes de refere`ncia configuracio´
esta`ndard.
v
y′
x′
z′
x
y
z
Figura 3.6: Configuracio´ esta`ndard de S, S ′ en un instant de temps
Fins ara hem estat utilitzant la descomposicio´ donada en el teorema 2.3.4. per tal d’obtenir
una expressio´ el me´s senzilla possible del canvi de coordenades.
Finalment, l’afinitat que relaciona les coordenades d’un esdeveniment en dos sistemes de re-
fere`ncia diferents en la configuracio´ esta`ndard e´s un boost. Anomenant f(t, x, y, z) = (t′, x′, y′, z′),
t′
x′
y′
z′
 =

cosh θ sinh θ 0 0
sinh θ cosh θ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


t
x
y
z
 (3.3)
Per la proposicio´ 3.3.10, θ e´s l’angle hiperbo`lic entre dω/dt = ∂/∂x0 i dα/ds i v = tanh θ i, per
tant, les transformacions de Lorentz es poden reescriure de la segu¨ent manera:

t′
x′
y′
z′
 =

1√
1− v2
−v√
1− v2 0 0−v√
1− v2
1√
1− v2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


t
x
y
z
 (3.4)
on sinh θ2 =
v2
1− v2 per les identitats hiperbo`liques i escollim el signe negatiu de l’arrel quadrada
ja que l’observador del sistema de refere`ncia S ′ es mou segons l’observador de S per la recta
x = vt, e´s a dir, per x′ = 0, se satisfa` x = vt.
Algunes propietats de les transformacions de Lorentz so´n:
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1. Quan v e´s molt petita, e´s a dir, la velocitat a la qual es desplac¸a el sistema inercial S ′
respecte S e´s petita en relacio´ a la velocitat de la llum, 1, aleshores
√
1− v2 e´s negligible
i recuperar´ıem les transformacions de Galileu vistes en la seccio´ 3.1.
2. En el cas en que` la velocitat v fos superior a la de la llum, obtindr´ıem transformacions
imagina`ries la qual cosa no te´ sentit f´ısic.
3. La inversa de la transformacio´ de Lorentz e´s una altra transformacio´ de Lorentz canviant
−v per v. E´s a dir, si S ′ es mou respecte S amb velocitat v, S es moura` respecte S ′ amb
velocitat −v.
4. El temps propi d’un observador e´s invariant per tranformacions de Lorentz. En particular,
la separacio´ de dos esdeveniments definida en la seccio´ anterior no depe`n del sistema de
refere`ncia escollit.
3.5 Efectes relativistes
En aquesta seccio´ estudiarem alguns efectes que produeixen els canvis de coordenades d’un
esdeveniment en diversos sistemes inercials, e´s a dir, vistos des d’observadors diferents. Su-
posarem que dos sistemes de refere`ncia S i S ′ es troben en configuracio´ esta`ndard, com (3.3)
o (3.4) no afecta les coordenades y,z, podem suposar que l’espai-temps e´s R21. Aix´ı, podrem
representar els esdeveniments en funcio´ del temps i la posicio´ me´s fa`cilment. Per conveni, el
temps es representa com l’eix vertical.
3.5.1 Dilatacio´ del temps i contraccio´ de l’espai
En aquest apartat mesurarem el temps que transcorre entre dos esdeveniments vistos des
dels dos sistemes de refere`ncia inercials S i S ′ i la seva longitud.
En primer lloc mesurem el temps. Suposem dos esdeveniments A, B que tenen lloc en un
mateix punt, suposem x′A = x
′
B = 0 de S
′, en instants de temps diferents t′A, t
′
B. Aquests
esdeveniments so´n vistos des de S en instants de temps diferents tA i tB. Per tal de saber el
temps transcorregut entre aquests dos esdeveniments vistos des de S en funcio´ del temps en S ′,
utilitzem les transformacions de Lorentz
x =
x′ + vt′√
1− v2 ,
t =
t′ + vx′√
1− v2 .
(3.5)
Com nome´s ens interessa el temps, ens fixem en la segona equacio´. Substituint:
tB − tA = t
′
B + vx
′
B√
1− v2 −
t′A + vx
′
A√
1− v2 =
t′B − t′A√
1− v2
E´s a dir, el temps que ha passat entre els dos esdeveniments e´s major en el sistema en repo`s o,
equivalentment, rellotges en moviment van me´s a poc a poc.
De manera ana`loga mesurem la longitud entre dos esdeveniments. Considerem un objecte
que es troba en repo`s en S ′, e´s a dir, en l’eix t′ = 0, i te´ longitud L′. Com nome´s ens interessa
la posicio´, ens fixem en la primera equacio´ de (3.5). Substituint:
L =
L′√
1− v2
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E´s a dir, la longitud d’objectes en moviment e´s me´s petita que en repo`s.
Figura 3.7: Dilatacio´ del temps i contraccio´ de longituds respectivament
3.5.2 Fi de la simultane¨ıtat
En aquest apartat veurem com dos esdeveniments simultanis en un sistema de refere`ncia
inercial no tenen perque` ser simultanis en un altre.
Suposem que tenim dos esdeveniments simultanis A, B en S ′, e´s a dir, que succeeixen en
el mateix instant de temps, per exemple t′A = t
′
B = 0. Aquests mateixos esdeveniments seran
vistos des de S en els instants tA, tB donats per
tA =
vx′A√
1− v2
tB =
vx′B√
1− v2
Observem que, si x′A 6= x′B, dos esdeveniments simultanis en S ′ no seran simultanis en S.
3.5.3 Additivitat de velocitats
En aquesta seccio´ veurem com, a difere`ncia de les transformacions de Galileu, la velocitat
d’una part´ıcula que es desplac¸a amb velocitat constant en un sistema de refere`ncia que tambe´
es mou amb velocitat constant respecte un altre sistema de refere`ncia en repo`s no e´s la suma
de velocitats.
Suposem que una part´ıcula vista des de S ′ es desplac¸a amb velocitat constant u, x′ =
x′(t) = ut′. Ens preguntem quina sera` la velocitat d’aquesta part´ıcula vista des de S. Per les
transformacions de Lorentz
x(t) =
x′(t) + vt′√
1− v2 =
ut′ + vt′√
1− v2 =
u+ v√
1− v2 t
′ =
u+ v√
1− v2
t− vx(t)√
1− v2 =
(u+ v)(t− vx(t))
1− v2
⇒ ((1− v2) + (vu+ v2))x(t) = (u+ v)t⇒ x(t) = u+ v
1 + uv
t.
E´s a dir, la part´ıcula e´s mou amb una velocitat
u+ v
1 + uv
respecte S.
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3.5.4 La paradoxa dels bessons
Suposem dos germans bessons tals que un d’ells es queda a la Terra i l’altre viatja amb un
coet a l’espai amb moviment rectilini uniforme amb velocitat propera a la de la llum i, en un
moment donat, s’atura en sec i torna a la Terra amb un moviment rectilini uniforme d’igual
velocitat. Per simplificar suposarem que el viatge e´s en l’eix de les x i, per tant, l’espai-temps
e´s R21.
Sigui S el sistema de refere`ncia inercial del germa` que es queda a la Terra. Segons el seu
sistema de refere`ncia, el temps del viatge ha estat de t anys, e´s a dir, el germa` que s’ha quedat
a la Terra ha envellit t anys.
Ara be´, tal i com hem vist en l’apartat 3.5.1, els rellotges en moviment van me´s a poc a poc.
Per la dilatacio´ del temps, el germa` que ha viatjat haura` envellit t′ = t/
√
1− v2 anys. E´s a
dir, en tornar a la Terra, els dos germans hauran deixat de ser bessons ja que el que ha marxat
sera` me´s jove que el que s’ha quedat a la Terra.
Ara be´, tenint en compte que no existeix un sistema de refere`ncia privilegiat, des del punt
de vista del germa` que ha marxat a l’espai, el germa` que s’ha quedat a la Terra e´s el que s’ha
desplac¸at i, per tant, hauria de ser el me´s jove. Aquest fenomen e´s el que es coneix com a
paradoxa dels bessons.
Representem en un diagrama aquest fenomen. Prenem com a observador en repo`s el germa`
que es queda a la Terra. Els punts A, B i C representen els esdeveniments: un dels germans
comenc¸a el viatge, el germa` torna i els germans es retroben respectivament.
t
x
B
C
A
Figura 3.8: Paradoxa dels bessons
Veiem que, de fet, no existeix tal paradoxa ja que el germa` que ha viatjat canvia de sistema de
refere`ncia. El temps propi, invariant en tots els sistemes de refere`ncia, entre els esdeveniments
A i C del germa` que es queda a la terra e´s, tal i com hem vist en la seccio´ 3.3, la separacio´
d’aquests dos esdeveniments, AC = |‖ ~AC‖|. En el cas del germa` que ha viatjat a l’espai, el seu
temps propi sera` AB +BC.
Tal i com hem vist en el primer cap´ıtol, per la desigualtat triangular al reve´s, se satisfa`
AC ≥ AB +BC, (3.6)
i, per tant, en tornar a la Terra, el germa` que ha viatjat e´s me´s jove que el que s’ha quedat a
la Terra i no existeix cap paradoxa.
Tema 4
Geometria semi-riemanniana
La teoria de la relativitat especial presentava el problema que les lleis de la gravitacio´ no es
podien incorporar. Fins al cap de me´s de deu anys d’aquesta teoria, Einstein no va ser capac¸
de formular el que avui es coneix com a teoria de la relativitat general que explicava els efectes
de la gravetat sobre l’espai i com l’espai creava la gravetat. Per desenvolupar aquesta teoria
so´n necessaris coneixements de geometria semi-riemanniana.
En aquest cap´ıtol explicarem els conceptes fonamentals de la geometria semi-riemanniana.
Tal i com veurem, la major part de conceptes so´n completament ana`legs als de la geometria
riemanniana. Seguirem [One].
4.1 Varietats semi-riemannianes
En aquesta seccio´, definirem conceptes ana`legs als de la geometria riemanniana amb una
difere`ncia principal: el camp tensorial no haura` de ser necessa`riament definit positiu. En la
geometria semi-riemanniana, e´s suficient demanar que el camp tensorial sigui no degenerat.
Recordem, en primer lloc, la definicio´ de varietat diferenciable.
Definicio´ 4.1.1. Una varietat diferenciable M e´s un espai topolo`gic Hausdorff que satisfa` el
segon axioma de numerabilitat i tal que M esta` dotat d’una estructura diferenciable de dimensio´
n.
Definicio´ 4.1.2. Un tensor me`tric g en una varietat diferenciable M e´s un camp tensorial
sime`tric, no degenerat i de tipus (2, 0) en M d’´ındex constant.
Aix´ı, g assigna de manera diferenciable a cada punt p ∈M un producte escalar gp en l’espai
tangent Tp(M) amb el mateix ı´ndex per tot p ∈M .
Definicio´ 4.1.3. Una varietat semi-riemanniana, o pseudo-riemanniana, e´s un parell (M, g)
on M e´s una varietat diferenciable i g e´s un tensor me`tric.
Aix´ı, dos tensors me`trics diferents sobre una mateixa varietat diferenciable formen diferents
varietats semi-riemannianes. Quan no hi hagi confusio´ possible, escriurem simplement M per
denotar la parella (M, g).
Definicio´ 4.1.4. Sigui (M, g) una varietat semi-riemanniana de dimensio´ n. Anomenem ı´ndex
ν, 0 ≤ ν ≤ n, el valor constant de l’´ındex de gp en la varietat semi-riemanniana (M, g).
Els ı´ndex ν me´s importants d’una varietat semi-riemanniana M so´n
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• ν = 0. En aquest cas, M e´s una varietat riemanniana ja que g e´s un camp tensorial
sime`tric, de tipus (2, 0) i definit positiu.
• ν = 1, n > 1. Aquest tipus de varietats semi-riemannianes s’anomenen varietats de
Lorentz.
A continuacio´ estudiem l’expressio´ en coordenades locals del tensor me`tric g.
Recordem que, donada M una varietat diferenciable, un camp vectorial X e´s l’assignacio´ a
cada punt p ∈ M d’un vector tangent Xp ∈ TpM . Si X e´s un camp vectorial en M i f e´s una
funcio´ diferenciable en M , aleshores X(f) denota la funcio´ en M donada per X(f)(p) = Xp(f)
per tot p ∈ M . Si X(f) e´s diferenciable per tota f funcio´ diferenciable en M , aleshores diem
que el camp vectorial X e´s diferenciable.
El conjunt de tots els camps vectorials diferenciables d’una varietat diferenciable M el de-
notarem per X(M), i el conjunt de totes les funcions diferenciables per F(M).
Per simplificar la notacio´, escriurem g tant per denotar el tensor me`tric que donats X, Y
camps vectorials ens do´na g(X, Y ) ∈ F(M), com per denotar el producte escalar en un punt
p ∈M que donats v, w ∈ TpM ens do´na g(v, w) = gp(v, w) ∈ R.
Sigui {x1, ..., xn} un sistema de coordenades en un obert U ⊂ M . Per cada 1 ≤ i ≤ n,
anomenem camp vectorial coordenat i-e`sim el camp vectorial ∂
∂xi
en U que envia cada punt
p ∈ U a ∂
∂xi
∣∣
p
. E´s un camp vectorial diferenciable ja que per tot f ∈ F(M) i per tot 1 ≤ i ≤ n,
∂f
∂xi
e´s diferenciable.
Com ∂
∂xi
∣∣
p
, 1 ≤ i ≤ n e´s una base de TpM , dedu¨ım que
{
∂
∂x1
, ...., ∂
∂xn
}
e´s una base de X(U).
Aix´ı, les components del tensor me`tric en aquest sistema de coordenades so´n
gij = g
(
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
1 ≤ i, j ≤ n. (4.1)
Per tant, donats X, Y dos camps vectorials diferenciables en M , localment es poden escriure
com X =
∑n
i=1X
i ∂
∂xi
, Y =
∑n
j=1 Y
j ∂
∂xj
,
g(X, Y ) =
∑
i
∑
j
gijX
iY j. (4.2)
Com g e´s un tensor no degenerat per tot p ∈ U , la matriu formada pels elements (gij(p)) e´s
invertible i la seva inversa, que denotem per (gij(p)), esta` formada per elements diferenciables
(per la fo´rmula de ca`lcul de la inversa d’una matriu) en U . A me´s, per ser g sime`tric, gij = gji,
la qual cosa implica que gij = gji.
Tambe´ podem escriure el tensor me`tric en U com
g =
∑
gijdx
i ⊗ dxj. (4.3)
En el cas particular que M = Rn, tal i com sabem, Rn e´s isomorf a Tp(Rn) i, per tant,
donat v ∈ Rn, aquest isomorfisme envia v a vp =
∑
vi ∂
∂xi
∣∣
p
. El producte escalar euclidia` en
Rn genera un tensor me`tric en Rn,
g(vp, wp) = v · w =
∑
viwi. (4.4)
Definicio´ 4.1.5. Anomenem espai euclidia` n-dimensional la varietat riemanniana formada per
la varietat diferenciable Rn i el producte escalar euclidia`, que denotem per ·.
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Canviant el signe dels 0 ≤ ν ≤ n primers termes en el producte escalar euclidia`, obtenim un
tensor me`tric d’´ındex ν,
g(vp, wp) = −
ν∑
i=1
viwi +
n∑
j=ν+1
vjwj. (4.5)
Denotem aquest espai com Rnν . En el cas ν = 0, e´s l’espai euclidia` n-dimensional i el cas
ν = 1, n ≥ 2, e´s l’espai de Minkowski n-dimensional.
Tal i com hem fet en el cap´ıtol 1, definim el cara`cter causal dels vectors.
Definicio´ 4.1.6. Sigui M una varietat semi-riemanniana. Donat v un vector tangent a M ,
diem que v e´s de tipus
• espai si g(v, v) > 0 o be´ v = 0,
• llum si g(v, v) = 0 i v 6= 0,
• temps si g(v, v) < 0.
Definicio´ 4.1.7. Donat p ∈ M , el conjunt de vectors llum de Tp(M) rep el nom de con de la
llum.
Ana`logament al cap´ıtol 1, es defineixen corbes i subespais de tipus espai, llum i temps, i
vectors futur i passat en el cas de varietats de Lorentz.
En el cas de les varietats riemannianes, el pullback d’un tensor me`tric sempre e´s un tensor
me`tric. En les varietats semi-riemannianes, com el camp tensorial nome´s exigim que sigui no
degenerat, en general no sera` cert que el pullback d’un tensor me`tric sigui un tensor me`tric. El
pullback d’un tensor me`tric sera` un camp vectorial diferenciable sime`tric de tipus (2, 0), pero`
no te´ perque` ser no degenerat ni tenir ı´ndex constant.
Definicio´ 4.1.8. Sigui P una subvarietat d’una varietat semi-riemanniana M i j : P ↪→ M
l’aplicacio´ inclusio´. Si el pullback j∗(g) e´s un tensor me`tric en P , aleshores diem que P e´s una
subvarietat semi-riemanniana de M .
4.2 Isometries
En el segon cap´ıtol, en les definicions de transformacions de Lorentz i Poincare´, vam avanc¸ar
que aquestes aplicacions so´n isometries de l’espai de Minkowski. A continuacio´ definirem rigo-
rosament el concepte d’isometria.
Definicio´ 4.2.1. Siguin (M, gM), (N, gN) varietats semi-riemannianes. Una isometria de M a
N e´s un difeomorfisme φ : M → N que preserva els tensors me`trics, e´s a dir, φ∗(gN) = gM .
La condicio´ que preserva tensors me`trics tambe´ es pot escriure de la segu¨ent manera:
gM(v, w) = gN(dpφ(v), dpφ(w)), ∀v, w ∈ Tp(M), p ∈M. (4.6)
Com φ e´s un difeomorfisme, dpφ e´s un isomorfisme lineal i, per tant, podem redefinir isometria
com un difeomorfisme φ : M → N tal que per tot p ∈ M , dpφ e´s una isometria lineal entre
(Tp(M), (gM)p) i (Tφ(p)(N), (gN)φ(p)).
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Definicio´ 4.2.2. Si existeix φ una isometria entre dues varietats semi-riemannianes M,N ,
aleshores diem que M i N so´n isome`triques.
Un exemple d’isometria seria l’aplicacio´ identitat. A me´s, tambe´ se satisfa` que la composicio´
d’isometries e´s una isometria i que la inversa d’una isometria e´s una isometria. E´s a dir, el
conjunt d’isometries d’una varietat semi-riemanniana te´ estructura de grup.
Sigui V un espai vectorial real de dimensio´ finita amb producte escalar. V amb el producte
escalar forma una varietat semi-riemanniana ja que V e´s una varietat diferenciable i a partir
del producte escalar associat a V podem definir un tensor me`tric.
Definicio´ 4.2.3. Una aplicacio´ diferenciable entre varietats semi-riemannianes M,N , φ : M →
N , s’anomena isometria local si tota aplicacio´ diferenciable dφ : TpM → Tφ(p)N e´s una isometria
lineal.
Pel teorema de la funcio´ inversa, una definicio´ equivalent d’isometria local seria que, per tot
punt p ∈ M existeix un entorn obert U ⊂ M de p tal que φ|U e´s una isometria de U en un
entorn de φ(p) en N .
4.3 La connexio´ de Levi-Civita
Siguin X, Y camps vectorials d’una varietat semi-riemanniana M . En aquesta seccio´ defi-
nirem un nou camp vectorial ∇XY en M tal que el valor d’aquest en un punt p ∈ M sigui el
vector que ens indica com canvia Y en la direccio´ Xp.
Definicio´ 4.3.1. Una connexio´ ∇ en una varietat diferenciable M e´s una aplicacio´ ∇ : X(M)×
X(M)→ X(M) tal que
1. ∇XY e´s F(M)-lineal en X:
- ∇X1+Y1Y = ∇X1Y +∇X2Y, ∀X1, X2, Y ∈ X(M),
- ∇fXY = f∇XY, ∀X, Y ∈ X(M),∀f ∈ F(M),
2. ∇XY e´s R-lineal en Y : ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2, ∀X, Y1, Y2 ∈ X(M),
3. ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY, ∀f ∈ F(M),∀X, Y ∈ X(M).
∇XY s’anomena derivada covariant de Y respecte X per la connexio´ ∇.
La propietat 1. d’una connexio´ e´s equivalent a observar que ∇XY e´s tensorial en X. La
propietat 3., en canvi, implica que ∇XY no e´s tensorial en Y . Aix´ı, ∇XY no e´s un tensor.
A me´s, ∇XY tampoc e´s una derivacio´ ja que, encara ∇XY s´ı sigui una derivacio´ en Y ja que
∇XY e´s R-lineal i satisfa` la regla de Leibniz en Y , ∇XY , per 1., no satisfa` la regla de Leibniz
en X.
Considerem U ⊂M un obert de la varietat semi-riemanniana M i (x1, ..., xn) un sistema de
coordenades en U . Tal i com hem vist en la seccio´ 4.1, els camps vectorials coordentats i-e`sims,
∂
∂xi
, formen una base de camps vectorials diferenciables en l’obert U .
Aix´ı, per tot camp vectorial X en U , existeixen λi funcions tals que, en U ,
X =
n∑
i=1
λi
∂
∂xi
.
Si X e´s un camp vectorial diferenciable, aleshores, λi tambe´ seran funcions diferenciables.
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Definicio´ 4.3.2. Sigui M una varietat semi-riemanniana, U ⊂ M un obert i (x1, ..., xn) un
sistema de coordenades en U . Els s´ımbols de Christoffel, Γkij, per aquest sistema de coordenades
so´n les funcions reals en U tals que
∇ ∂
∂xi
∂
∂xj
=
n∑
k=1
Γki,j
∂
∂xk
, 1 ≤ i, j ≤ n. (4.7)
Proposicio´ 4.3.3. Donats el sistema de coordenades anterior i X, Y ∈ X(M), on X =∑
i λ
i ∂
∂xi
, Y =
∑
j µ
j ∂
∂xj
,
∇XY =
∑
k
(
X(µk) +
∑
ij
µjλiΓkij
)
∂
∂xk
. (4.8)
Demostracio´. Utilitzant les propietats 1.-3. de la definicio´ de connexio´:
∇XY = ∇X
(∑
j µ
j ∂
∂xj
)
=
∑
j
(
X(µj)
∂
∂xj
+ µj∇X ∂
∂xj
)
=∑
j
(
X(µj)
∂
∂xj
+ µj∇∑
i λ
i ∂
∂xi
∂
∂xj
)
=
∑
j
(
X(µj)
∂
∂xj
+
∑
i µ
jλi∇ ∂
∂xi
∂
∂xj
)
=∑
j
(
X(µj)
∂
∂xj
+
∑
i µ
jλi
∑
k Γ
k
ij
∂
∂xk
)
=
∑
k
(
X(µk) +
∑
ij µ
jλiΓkij
)
∂
∂xk
.

Teorema 4.3.4. Sigui M una varietat semi-riemanniana. Existeix una u´nica connexio´ ∇ tal
que
4. [X, Y ] = ∇XY −∇YX,
5. X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),
per tot X, Y, Z ∈ X(M).
Demostracio´. Sigui ∇ una connexio´. Imposem 5. per tot X, Y, Z ∈ X(M) i permutem els
camps de la segu¨ent manera:
X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),
Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ),
Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX).
Sumant les dues primeres igualtats i restant la u´ltima,
X(g(Y, Z)) + Z(g(X, Y ))− Y (g(Z,X)) =
g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )− g(∇YZ,X)− g(Z,∇YX).
Per ser g un tensor me`tric, g e´s sime`tric i bilineal:
X(g(Y, Z)) + Z(g(X, Y ))− Y (g(Z,X)) =
g(∇XY −∇YX,Z) + g(∇ZY −∇YZ,X) + g(∇XZ +∇ZX, Y ).
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Observem que, per la propietat 4.,
∇XZ +∇ZX = ∇XZ −∇ZX + 2∇ZX = [X,Z] + 2∇ZX.
Aix´ı, utilitzant aquesta observacio´ i la propietat 4.,
2g(∇ZX,Y ) = X(g(Y, Z)) + Z(g(X,Y ))− Y (g(Z,X))− g([X,Y ] , Z)− g([Z, Y ] , X)− g([X,Z] , Y ).
(4.9)
L’equacio´ (4.9) s’anomena fo´rmula de Koszul. L’equacio´ de Koszul determina de manera
un´ıvoca l’expressio´ de ∇.
Definint ∇ mitjanc¸ant la fo´rmula de Koszul es pot comprovar fa`cilment que ∇ e´s una con-
nexio´ utilitzant les propietats del tensor me`tric g, els camps vectorials i el clauda`tor de Lie.

Definicio´ 4.3.5. Anomenem connexio´ de Levi-Civita l’u´nica connexio´ ∇ que satisfa` les propi-
etats 1. - 5. .
A partir d’aquest moment, ∇ denotara` la connexio´ de Levi-Civita, encara que no es digui
expl´ıcitament.
Proposicio´ 4.3.6. Donat U ⊂M un obert de la varietat semi-riemanniana M i (x1, ..., xn) un
sistema de coordenades en U , els s´ımbols de Christoffel de la connexio´ de Levi-Civita so´n
Γkij =
1
2
∑
m
gkm
{
∂gjm
∂xi
+
∂gim
∂xj
− ∂gij
∂xm
}
. (4.10)
Demostracio´. Per tal de trobar l’expressio´ en coordenades de la connexio´ de Levi-Civita, uti-
litzem la fo´rmula de Koszul i, aplicant-la als camps
∂
∂xi
,
∂
∂xj
,
∂
∂xk
, 1 ≤ i, j, k ≤ n obtenim
g
(
∇ ∂
∂xk
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
=
1
2
{
∂gjk
∂xi
+
∂gij
∂xk
− ∂gik
∂xj
}
− 0.
Per altra banda, tenim
g
(
∇ ∂
∂xk
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
= g
(∑
l
Γlki
∂
∂xl
,
∂
∂xj
)
=
∑
l
Γlkig
(
∂
∂xl
,
∂
∂xj
)
=
∑
l
Γlkiglj.
Per tant,
Γmki =
∑
l,j
Γlkigljg
jm =
1
2
∑
j
gjm
{
∂gjk
∂xi
+
∂gij
∂xk
− ∂gik
∂xj
}
.

Definicio´ 4.3.7. Siguin x1, ..., xn les coordenades cano`niques en Rnν i X =
∑
X i ∂
∂xi
, Y =∑
Y i ∂
∂xi
camps vectorials en Rnν . Definim la connexio´ natural ∇ com
∇XY =
∑
i
X(Y i)
∂
∂xi
. (4.11)
Anomenanem ∇XY la derivada covariant cano`nica de Y respecte X.
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Proposicio´ 4.3.8. La connexio´ natural e´s la connexio´ de Levi-Civita associada a l’espai Rnν ,
per ν = 0, 1, ...n que satisfa`
(i) gij = δijj, on j =
{ −1, 1 ≤ j ≤ ν,
1, ν + 1 ≤ j ≤ n,
(ii) Γkij = 0,
per tot 1 ≤ i, j, k ≤ n.
Demostracio´.
(i) gij te´ l’expressio´ donada per definicio´ del tensor me`tric de Rnν , (4.5). Per tal de veure
que ∇ aix´ı definida e´s la connexio´ de Levi-Civita, hem de comprovar que satisfa` les
cinc propietats anteriors. Les tres primeres so´n trivials per les propietats dels camps
vectorials diferenciables. La quarta tambe´ ho e´s per definicio´ del clauda`tor de Lie. Veiem
la cinquena:
X(g(Y, Z)) = X(
∑
i,j Y
iZjgij) =
∑
iX(Y
iZi)i =
∑
i (X(Y
i)Zi +X(Zi)Y i)i =
g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).
(ii) Com ja hem vist que la connexio´ natural e´s de Levi-Civita, per trobar els s´ımbols de
Christoffel, utilitzarem la proposicio´ 4.3.6. Com els coeficients de la me`trica gij so´n
constants, els s´ımbols de Christoffel so´n tots nuls.

La derivacio´ covariant e´s un concepte que es pot extendre de manera que es pot aplicar a
qualsevol camp tensorial.
Definicio´ 4.3.9. Sigui X un camp vectorial en una varietat semi-riemanniana M . La derivada
covariant ∇X e´s l’u´nica derivacio´ en M tal que
∇Xf = X(f), per f ∈ F(M), (4.12)
i ∇XY e´s la connexio´ de Levi-Civita per tot Y ∈ X(M).
Definicio´ 4.3.10. El diferencial covariant d’un tensor A de tipus (r, s) en M e´s un tensor de
tipus (r, s+ 1), ∇A, tal que
(∇A)(θ1, ..., θr, X1, ..., Xs, X) = (∇XA)(θ1, ..., θr, X1, ..., Xs), (4.13)
per tot X,Xi ∈ X(M) i θj ∈ X∗(M).
En el cas r = s = 0, el diferencial covariant d’una funcio´ f ∈ F(M) e´s el diferencial usual,
df ∈ X∗(M), ja que
(∇f)(X) = ∇Xf = X(f) = df(X), per tot X ∈ X(M).
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4.4 Transport paral·lel
En aquesta seccio´ estudiarem el concepte de paral·lelisme sobre el camp vectorial generat
per una corba γ : I →M .
Un camp Z de vectors tangents a M diferenciable al llarg de γ consisteix en assignar de
manera diferenciable a cada t ∈ I un vector tangent a M en el punt γ(t), Z(t) ∈ Tγ(t)M . Aix´ı,
Zγ(t) =
∑
i λ
i(t) ∂
∂xi
|γ(t), amb λi(t) funcions diferenciables.
Denotem X(γ) el conjunt de camps vectorials diferenciables al llarg γ. Si X ∈ X(M),
aleshores, la restriccio´ a la corba γ, Xγ(t) = X(γ(t)), e´s un camp vectorial diferenciable al llarg
de γ. No tots els camps vectorials diferenciables al llarg d’una corba so´n restriccions d’un camp
vectorial diferenciable en la varietat.
Proposicio´ 4.4.1. Sigui γ : I →M una corba en una varietat semi-riemanniana M . Aleshores
existeix una u´nica funcio´ de X(γ) en X(γ) tal que Z → Z ′, anomenada derivada covariant
indu¨ıda, que satisfa` les propietats segu¨ents:
1. (aZ1 + bZ2)
′ = aZ ′1 + bZ
′
2, on a, b ∈ R,
2. (fZ)′ = (df/dt)Z + fZ ′, on f ∈ F(I),
3. (Xγ)
′(t) = ∇γ′(t)X, on t ∈ I,X ∈ X(M),
4. (d/dt)g(Z1, Z2) = g(Z
′
1, Z2) + g(Z1, Z
′
2).
Demostracio´. Unicitat: Suposem que existeix una connexio´ que satisfa` les tres primeres
propietats. Podem suposar que γ es troba en un u´nic obert de coordenades x1, ..., xn. Aix´ı,
podem escriure Z un camp diferenciable al llarg de γ com:
Z(t) =
∑
Zi(t)
∂
∂xi
∣∣∣∣
γ(t)
.
Per les dues primeres propietats,
Z ′ =
∑ dZi
dt
∂
∂xi
∣∣∣∣
γ(t)
+
∑
Zi
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
γ(t)
)′
.
Per 3.,
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
γ(t)
)′
= ∇γ′(t)
(
∂
∂xi
)
; per tant,
Z ′ =
∑ dZi
dt
∂
∂xi
∣∣∣∣
γ(t)
+
∑
Zi∇γ′(t)
(
∂
∂xi
)
. (4.14)
Per la unicitat de la connexio´ de Levi-Civita, Z ′ aix´ı definit e´s u´nic.
Existe`ncia: Per qualsevol J ⊂ I tal que γ(J) es troba en un entorn coordenat, podem definir
Z ′ per la fo´rmula anterior. Fent els ca`lculs corresponents, veur´ıem que Z ′ aix´ı definida satisfa`
les quatre propietats anteriors.

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En particular, el cas Z = γ′, la derivacio´ Z ′ = γ′′ s’anomena acceleracio´ de la corba γ.
Observem que per tot t0 ∈ I tal que γ′(t0) 6= 0, pel teorema de la funcio´ impl´ıcita, podem
trobar un entorn J de t0 i un sistema de coordenades x1, ..., xn en un entorn de γ(t0) en M tal
que la corba, en aquestes coordenades, ve donada per les equacions
x1(t) = t, xi(t) = 0, i > 1,
per tot t ∈ J . Si Z e´s un camp vectorial al llarg de γ, aleshores, per tot t ∈ J podem escriure
Z(t) =
∑
i
Zi(t)
∂
∂xi
∣∣∣∣
(t,0,...,0)
.
Ara, si definim el camp vectorial X en aquest entorn com
X(x1, ..., xn) =
∑
i
Z(x1)
∂
∂xi
obtenim que Z e´s la restriccio´ del camp vectorial diferenciable X per γ en J .
Aix´ı, acabem de veure que encara que Z i γ′ no estiguin definits en tota la varietat M ,
localment, en tot punt tal que γ′(t) 6= 0, tot camp vectorial diferenciable al llarg d’una corba
e´s restriccio´ d’un camp vectorial diferenciable en la varietat i, per tant, te´ sentit escriure Z ′ =
∇γ′Z, en tots els punts γ(t) tals que γ′(t) 6= 0.
Utilitzant els s´ımbols de Christoffel en la fo´rmula anterior,
Z ′ = ∇γ′(t)Z =
∑
k
{
dZk
dt
+
∑
ij
Γkij
dγi
dt
Zj
}
∂
∂xk
. (4.15)
Definicio´ 4.4.2. Diem que Z e´s paral·lel si Z ′ = 0.
Tal i com veiem en la fo´rmula anterior, Z ′ = 0 equival a resoldre un sistema d’equacions
diferencials ordina`ries. Aix´ı, pel teorema d’existe`ncia i unicitat de solucio´ de les equacions en
diferencials ordina`ries obtenim:
Proposicio´ 4.4.3. Donada una corba γ : I →M , sigui a ∈ I i z ∈ Tγ(a)(M), existeix un u´nic
camp vectorial paral·lel Z en γ tal que Z(a) = z.
Definicio´ 4.4.4. Siguin a, b ∈ I. Anomenem transport paral·lel al llarg de γ des de p = γ(a) a
q = γ(b) a l’aplicacio´
P = P ba(γ) : Tp(M)→ Tq(M),
que envia cada z a Z(b).
Proposicio´ 4.4.5. El transport paral·lel e´s una isometria lineal.
Demostracio´. En primer lloc veiem que e´s lineal. Utilitzant la mateixa notacio´ que abans,
siguin v, w ∈ Tp(M) els vectors que corresponent, respectivament, a camps vectorials paral·lels
V,W . Com V +W tambe´ e´s paral·lel, P (v+w) = (V +W )(b) = V (b) +W (b) = P (v) +P (w).
Ana`logament, P (cv) = cP (v).
En segon lloc, veiem que e´s un isomorfisme. Per veure que l’aplicacio´ e´s injectiva, veurem
que el seu nucli e´s trivial. Si P (v) = 0, per la unicitat de la proposicio´ anterior, V nome´s pot
ser ide`nticament 0 en γ. Per tant, v = V (a) = 0 ⇒ P e´s injectiva. Per ser P una aplicacio´
injectiva entre dos espais amb la mateixa dimensio´ finita, P e´s un isomorfisme.
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Finalment veiem que e´s una isometria. Siguin V,W com abans. Aleshores,
d
dt
g(V,W ) = g(V ′,W ) + g(V,W ′) = 0.
Aix´ı g(V,W ) e´s constant. Per tant,
g(P (v), P (w)) = g(V (b),W (b)) = g(V (a),W (a)) = g(v, w).

En general, el transport paral·lel des de p fins a q depe`n de la corba que uneixi p i q. En Rnν ,
els camps coordenats so´n paral·lels i, per tant, tambe´ ho e´s la restriccio´ a tota corba. Per tant,
el transport paral·lel des de p fins a q al llarg de tota corba e´s l’isomorfisme cano`nic vp → vq
Aquest fet s’anomena paral·lelisme distant.
4.5 Geode`siques
Definicio´ 4.5.1. Una geode`sica en una varietat semi-riemanniana M e´s una corba γ : I →M
tal que el seu camp vectorial γ′ e´s paral·lel. E´s a dir, ∇γ′γ′ = 0.
Proposicio´ 4.5.2. Sigui x1, ..., xn un sistema de coordenades en un obert U ⊂ M . Una corba
γ e´s una geode`sica si, i nome´s si, les seves components en aquest sistema, γ = (γ1, ..., γn),
satisfan
d2γk
dt2
+
∑
i,j
Γkij
dγi
dt
dγj
dt
= 0, (4.16)
per 1 ≤ k ≤ n.
Demostracio´. Utilitzant la fo´rmula (4.15) i substituint Z per γ′ obtenim el resultat.

Lema 4.5.3. Si γ(0) = p i v ∈ Tp(M), existeix un interval I centrat en el zero i una u´nica
geode`sica γ : I →M tal que γ′(0) = v.
Demostracio´. Aquest resultat e´s una consequ¨e`ncia directa del teorema d’existe`ncia i unicitat
de solucions de les equacions diferencials ordina`ries.

Diem que γ e´s una geode`sica que comenc¸a en p i te´ velocitat inicial v.
Lema 4.5.4. Siguin α, β : I → M dues geode`siques. Si existex a ∈ I tal que α′(a) = β′(a),
aleshores α = β.
Demostracio´. Anomenem v = α′(a) = β′(a) ∈ TpM i considerem el conjunt A = {t ∈ I : α(t) =
β(t)}.
En primer lloc, veiem que A e´s un tancat de I. Per fer-ho, veurem que A e´s l’antiimatge
d’un tancat per una aplicacio´ cont´ınua. Podem reescriure A com: A = {t ∈ I : (α − β)(t) =
0} = (α− β)−1(0). Com un punt e´s un tancat de I i α− β e´s una aplicacio´ cont´ınua, A e´s un
tancat.
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Veiem que A e´s no buit. Pel lema 4.5.3, existeix una u´nica geode`sica γ tal que la seva
velocitat inicial e´s v. Com α i β so´n geode`siques tals que la derivada en el punt a val v,
aleshores, α(a) = γ(0) = β(a) i, per tant, a ∈ A.
Finalment, comprovem que A e´s obert. Pel lema 4.5.3, per cada t ∈ A, existeix un interval
obert i una u´nica geode`sica que passa per α(t) = β(t) i te´ velocitat inicial α′(t) = β′(t). Aix´ı,
tots els punts t ∈ A so´n oberts i, per tant, A e´s un obert.
Com I e´s un conjunt connex i A e´s un obert i tancat no buit de I, A = I, e´s a dir α = β.

Proposicio´ 4.5.5. Donat v ∈ Tp(M), existeix una u´nica geode`sica γv en M tal que
1. La velocitat inicial de γv e´s v, e´s a dir, γ
′
v(0) = v.
2. El domini Iv de γv e´s el me´s gran possible. Aix´ı, qualsevol geode`sica α : J → M amb
velocitat inicial v satisfa` que J ⊂ I i α = γv|J .
Demostracio´. Sigui G el conjunt de totes les geode`siques γ : Iγ → M amb velocitat inicial v
(que pel lema 4.5.3 sabem que existeixen). En el lema 4.5.4 hem demostrat que si α, β so´n dos
geode`siques de G, coincideixen en Iα ∩ Iβ. Per tant, G defineix una u´nica corba γv en l’interval
I =
⋃
Iγ, on γv satisfa` les dos propietats anteriors. 
Per la propietat 2. d’aquesta proposicio´, diem que γv e´s una geode`sica maximal, o ge-
ode`sicament inextendible.
Definicio´ 4.5.6. Diem que una varietat semi-riemanniana e´s geode`sicament completa, o nome´s
completa, si tota geode`sica maximal esta` definida en tot R.
Exemple 4.5.7. Geode`siques en l’espai Rnν : Utilitzant la proposicio´ 4.3.8., els s´ımbols de
Christoffel so´n tots nuls i, per tant, les equacions que ha de satisfer una corba per ser geode`sica
de Rnν so´n
d2γi
dt2
= 0, 1 ≤ i ≤ n. (4.17)
Aix´ı, γi = pi + tvi, per tot t ∈ R, on pi, vi so´n constants arbitra`ries. En notacio´ vectorial,
γ = p + tv. Per tant, les geode`siques en Rnν so´n rectes. En particular, Rnν e´s geode`sicament
complet.
Com el camp vectorial associat a una geode`sica e´s paral·lel, les geode`siques tenen un compor-
tament prou uniforme. Trivialment, tota corba constant e´s geode`sica. Ara be´, si existeix t tal
que γ′(t) 6= 0, aleshores, la derivada no s’anul·la en cap punt. E´s a dir, si γ e´s una geode`sica tal
que existeix t0 tal que γ
′(t0) > 0, aleshores, per tot t on estigui definida la geode`sica, γ′(t) > 0
(respectivament γ′(t) < 0).
Una corba qualsevol pot no tenir cap cara`cters causal pero`, en canvi, una geode`sica γ, sempre
e´s d’algun d’aquests tres tipus.
Lema 4.5.8. Sigui γ : I →M una geode`sica no constant. Una reparametritzacio´ γ◦h : J →M
e´s una geode`sica si, i nome´s si, h : J → I e´s de la forma h(t) = at+ b.
Demostracio´. En primer lloc observem que donada γ una corba diferenciable, (γ ◦ h)′(t) =
γ′(h(t))
(
dh
dt
)
. Aix´ı
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∇(γ◦h)′(t)(γ ◦ h)′(t) = ∇(γ◦h)′(t)
[
γ′(h(t))
(
dh
dt
)]
=
(
d2h
dt2
)
γ′(h(t)) +
(
dh
dt
)∇γ′(h(t))( dhdt )γ′(h(t)) =(
d2h
dt2
)
γ′(h(t)) +
(
dh
dt
)2∇γ′(h(t))γ′(h(t)).
Com per hipo`tesi γ e´s una geode`sica, ∇γ′(h(t))γ′(h(t)) = 0 i, per tant, per tal que γ ◦ h sigui
una geode`sica s’ha de satisfer,
(
d2h
dt2
)
γ′(h(t)) = 0⇐⇒ d
2h
dt2
= 0 (ja que per hipo`tesis γ′(t) 6= 0
per ser no constant)⇐⇒ h(t) = at+ b. 
Si una corba admet una reparametritzacio´ com a geode`sica, diem que aquesta corba e´s una
geode`sica geome`trica.
Lema 4.5.9. Sigui v un vector tangent de M , e´s a dir, un element del fibrat tangent TM
(recordem que TM =
⋃
p∈M TpM). Aleshores existeix un entorn N de v i un interval I centrat
en el 0 tal que (w, s)→ γw(s) e´s una funcio´ ben definida, diferenciable de N × I en M .
Demostracio´. Aquest lema e´s consequ¨e`ncia del teorema que afirma que si un sistema d’equacions
diferencials ordina`ries ve donat per funcions diferenciables, aleshores la solucio´ d’aquest sistema
e´s diferenciable en els para`metres, valor inicial i primera derivada.

Finalment, per acabar aquesta seccio´ veurem algunes propietats de les geode`siques en les
varietats de Lorentz. En el cas de les varietats riemannianes, sabem que les geode`siques so´n els
camins que minimitzen la dista`ncia entre dos punts. En el cas de varietats de Lorentz, aixo` no
sera` cert.
Recordem que es defineix la longitud de la corba diferenciable α(t) en l’interval [a, b] en una
varietat riemanniana com
l =
∫ b
a
g(α′(t), α′(t))1/2dt. (4.18)
En el cas d’una varietat de Lorentz, podem adaptar aquesta definicio´ segons el cara`cter causal
de les corbes. En el cas de corbes de tipus llum, la longitud e´s zero; en les corbes de tipus espai,
la longitud es defineix per l’equacio´ (4.18), i, en les temporals, definim el temps propi (enlloc
de longitud) per
τ =
∫ b
a
(−g(α′(t), α′(t))1/2dt. (4.19)
En el cas de corbes que no siguin de cap dels tipus anteriors, no es defineix la seva longitud.
Observem que aquestes definicions no depenen de la parametritzacio´ de la corba.
Veiem ara que les corbes temporals que maximitzen el temps propi so´n geode`siques. En el cas
de les corbes espacials no so´n ni ma`xims ni mı´nims. Per fer-ho, considerarem una carta U ⊂M
amb coordenades {x1, ..., xn}. En primer lloc, una corba temporal α(t) = (x1(t), ..., xn(t)) fara`
ma`xim o mı´nim el temps propi si aquest e´s solucio´ de les equacions d’Euler-Lagrange: els
extrems d’una funcio´ de la forma
S =
∫
L(x(t), x˙(t))dt
on x˙ = dx/dt, so´n els que satisfan
∂L
dxk
=
d
dt
(
∂L
∂x˙k
)
. (4.20)
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En el nostre cas, prenem L(xi, x˙j) =
∑
i,j gijx˙ix˙j ja que l’arrel quadrada e´s una funcio´ mono`tona
i els signe negatiu s’anul·la posteriorment.
Busquem l’equacio´ d’Euler-Lagrange. En primer lloc, observem que ∂L
∂xk
=
∑
i,j
∂gij
∂xk
x˙ix˙j,
i, per altra banda, tenint en compte que ∂x˙
i
∂x˙k
= δik,
∂L
∂x˙k
= 2
∑
j gkjx˙j i, per tant,
d
dt
(
∂L
∂x˙k
)
=
2
∑
j
(∑
i
(
dgkj
dxi
x˙ix˙j
)
+ gkjx¨j
)
. Aix´ı,
∑
i,j
∂gij
∂xk
x˙ix˙j = 2
∑
j
(∑
i
(
dgkj
dxi
x˙ix˙j
)
+ gkjx¨j
)
.
Tenint en compte que podem escriure 2
∂gkj
∂xi
x˙ix˙j =
∂gkj
∂xi
x˙ix˙j +
∂gki
∂xj
x˙ix˙j, substitu¨ım i dividint per
dos obtenim ∑
j
(gkjx¨
j) +
1
2
∑
i,j
(
∂gkj
∂xi
+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk
)
x˙ix˙j = 0
I, multiplicant per
∑
k g
kl,
x¨l +
1
2
∑
i,j,k
gkl
(
∂gkj
∂xi
+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk
)
x˙ix˙j = x¨l +
1
2
∑
i,j
Γlijx˙ix˙j = 0,
que e´s exactament la condicio´ de ser geode`sica.
Donats dos punts units per una corba temporal, sempre podem trobar corbes temporals tals
que el temps propi entre ells sigui me´s petit tal i com veiem a la figura 4.1. Aix´ı, si existeix
una corba temporal que maximitza el temps propi entre dos punts, aleshores e´s una geode`sica.
Figura 4.1: La corba blava e´s una geode`sica temporal ja que l’altra corba esta` formada per
”trossos”amb vectors gairebe´ nuls.
4.6 L’aplicacio´ exponencial
En aquesta seccio´ estudiarem l’aplicacio´ exponencial que, intu¨ıtivament, e´s una funcio´ que
conte´ totes les geode`siques que comencen en un punt p d’una varietat semi-riemanniana M ,
per tot punt de la varietat.
Definicio´ 4.6.1. Sigui p ∈ M i anomenem Dp el conjunt de vectors v ∈ Tp(M) tals que la
geode`sica γv maximal esta` definida, almenys, en l’interval [0, 1]. L’aplicacio´ exponencial de M
en p e´s la funcio´ que, per tot v ∈ Dp,
expp : Dp −→ M
v 7−→ expp(v) = γv(1). (4.21)
Dp e´s el subconjunt de Tp(M) me´s gran en el qual expp pot estar definida. Si M e´s completa,
aleshores Dp = Tp(M), per tot p ∈M .
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Proposicio´ 4.6.2. L’aplicacio´ exponencial expp envia rectes a trave´s de l’origen de Tp(M) a
geode`siques en M que passen per p.
Demostracio´. Sigui v ∈ Tp(M) i t ∈ R. Aleshores la geode`sica s → γv(ts) te´ velocitat inicial
tγ′v(0) = tv. Per tant, per la unicitat de les geode`siques, γtv(s) = γv(ts), per tot s, t tals que els
dos costats estan ben definits. En particular, si v ∈ Dp, aleshores
expp(tv) = γtv(1) = γv(t). (4.22)

Proposicio´ 4.6.3. Per tot p ∈M existeix un entorn V ⊂ Tp(M) de 0 i un entorn obert U ⊂M
de p en el qual l’aplicacio´ exponencial expp e´s un difeomorfisme.
Demostracio´. Pel lema 4.5.9, l’aplicacio´ expp e´s una funcio´ diferenciable ben definida en un
entorn del 0 en Tp(M) a un entorn de p en M . Veiem que l’aplicacio´ diferenciable
dexpp : T0(Tp(M))→ Tp(M),
ens permet identificar T0(Tp(M)) i Tp(M), e´s a dir, dexpp e´s un isomorfisme que envia els
vectors v0 ∈ T0(TpM) (vectors que comencen en el 0 i acaben al punt v) als punts v ∈ TpM .
Observem que per tot v0 ∈ T0(Tp(M)), el podem veure com el vector director de la recta que
passa pel 0 i v, e´s a dir ρ(t) = tv. Aix´ı, se satisfa` v0 = ρ
′(0). Utilitzant la proposicio´ 4.6.2 i
denotant ′ = d
dt
,
(dexpp)0(v0) = (dexpp)0(ρ
′(0)) = (expp ◦ ρ)′(0) = (expp(tv))′(0) = (γtv(1))′(0) = γ′v(0) = v
Per tant, (dexpp)0 e´s l’aplicacio´ identitat. Pel teorema de l’aplicacio´ inversa, exp e´s un
difeomorfisme local en el 0, e´s a dir, existeix algun obert V que conte´ el 0 tal que la restriccio´ de
l’aplicacio´ exponencial en aquest entorn e´s un difeomorfisme amb un entorn exp(V) = U ⊂ M
de p ∈ U .

Abans de continuar, recordem la definicio´ d’entorn estrellat. Donat un subconjunt S d’un
espai vectorial, direm que S e´s estrellat en un entorn del 0 si per tot v ∈ S se satisfa` tv ∈ S,
0 ≤ t ≤ 1.
Definicio´ 4.6.4. Direm que U e´s un entorn normal de p si existeix V un entorn estrellat de 0
de manera que U i V so´n oberts com els de la proposicio´ 4.6.3.
Proposicio´ 4.6.5. Sigui U un entorn normal de p ∈ M . Aleshores, per cada punt q ∈ U
existeix una u´nica geode`sica σ : [0, 1]→ U des de p fins a q. A me´s, σ′(0) = exp−1p (q) ∈ U˜ .
Demostracio´. Per definicio´ d’entorn normal de p, existeix U˜ un entorn estrellat de 0 en TpM
de manera que U i U˜ so´n oberts difeomorfs per l’aplicacio´ exponencial. Aix´ı, prenem v =
exp−1p (q) ∈ U˜ . Per definicio´ d’entorn estrellat al voltant de l’origen, se satisfa` que per tot
0 ≤ t ≤ 1, ρ(t) = tv ∈ U˜ . Aix´ı, σ(t) = expp(ρ(t)) ∈ U , per tot 0 ≤ t ≤ 1 i satisfa`
σ(0) = expp(ρ(0)) = expp(0) = p i σ(1) = expp(ρ(1)) = expp(v) = q. E´s a dir, existeix una
geode`sica σ que uneix p i q en tot entorn normal de p en M . A me´s, si ρ′(0) = v0, tal i com
hem vist en la demostracio´ de la proposicio´ 4.6.3, se satisfa`
σ′(0) = dexpp(ρ′(0)) = dexpp(v0) = v.
Per tant, σ′(0) = exp−1p (q).
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Veiem la unicitat. Sigui γ : [0, 1]→ U una geode`sica des de p fins a q amb γ′(0) = u. Com
les geode`siques expp(tu) i γ tenen la mateixa velocitat inicial, pel lema 4.5.4, so´n iguals. Per
ser U un entorn normal de p, tu ∈ U˜ , per tot 0 ≤ t ≤ 1, ja que U˜ e´s estrellat al voltant del 0.
En particular, u ∈ U˜ . Aix´ı, se satisfa`
expp(u) = γ(1) = q = σ(1) = expp(v).
Pero` per ser l’aplicacio´ exponencial un difeomorfisme entre U i U˜ , e´s injectiva i, per tant, v = u,
e´s a dir, γ′(0) = σ′(0) i, per tant, γ = σ.

Definicio´ 4.6.6. Sigui U un entorn normal de p ∈M i e1, ..., en una base ortonormal de TpM ,
e´s a dir, g(ei, ej) = iδij, on i = ±1, δij e´s la delta de Kronecker. Anomenem sistema de
coordenades normals ϕ = (x1, ..., xn) determinat per e1, ..., en el que assigna a cada punt q ∈ U
les coordenades en e1, ..., en corresponents al punt
exp−1p (q) ∈ U˜ ⊂ TpM. (4.23)
E´s a dir,
exp−1p (q) =
n∑
i=1
xi(q)ei (4.24)
o equivalentment, xi(q) = (pii ◦ exp−1p )(q), on pii e´s la projeccio´ de la i-e`ssima coordenada.
Proposicio´ 4.6.7. Si x1, ..., xn e´s un sistema de coordenades normal en p ∈M , aleshores, per
tot i, j, k se satisfa`
(i) gij(p) = iδij.
(ii) Γkij(p) = 0.
Demostracio´.
(i) Sigui v ∈ TpM . Aleshores, en la base ortonormal, podem escriure v =
∑
λiei. Com
expp(tv) = γv(t), les coordenades de γv(t) venen donades per
xi(γv(t)) = (pii ◦ exp−1)(expp(tv)) = pii(tv) = tpii(v) = tλi.
Per tant, obtenim
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
= λi.
I prenent λi = δij obtenim ei =
∂
∂xi
.
(ii) Per (i), la segona derivada de xi(γv(t)) e´s zero, per tant, per (4.16),∑
i,j
Γkij(γv(t))
dxi(γv(t))
dt
dxj(γv(t))
dt
=
∑
i,j
Γkij(γv(t))λ
iλj = 0, per tot k.
En particular, per t = 0,
∑
i,j Γ
k
ij(p)λ
iλj = 0, per tot λl, 1 ≤ l ≤ n i per tot 1 ≤ k ≤ n.
Derivant respecte λi, λj, obtenim Γkij(p) + Γ
k
ji(p) = 0. Com en la connexio´ de Levi-Civita
els s´ımbols de Christoffel so´n sime`trics, Γkij(p) = 0 per tot k.
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
L’aplicacio´ exponencial permet demostrar molts resultats, per exemple, un resultat impor-
tant relacionat amb les isometries locals com el segu¨ent:
Proposicio´ 4.6.8. Siguin φ, ψ : M → N una isometria local d’una varietat semi-riemanniana
connexa M . Si existeix un punt p ∈M tal que dpφ = dpψ, (i φ(p) = ψ(p)), aleshores φ = ψ.
Demostracio´. Sigui A = {q ∈M : dqφ = dqψ} 6= ∅. Per continu¨ıtat, A e´s un conjunt tancat de
M . Per ser M connex, nome´s haurem de veure que A e´s obert i aleshores obtindrem que, com A
no e´s el conjunt buit ja que per hipo`tesi existeix p ∈ A, M = A. Veiem que si q ∈ A, aleshores
tot entorn normal U de q es troba en A. Sigui q′ ∈ U , aleshores, existeix un vector v ∈ TqM
tal que γv(1) = expq(v) = q
′. Com la geode`sica φ(γv(t)) te´ velocitat inicial dqφγ′v(0) = dqφv, se
satisfa` φ(γ(t)) = γdqφv(t). Per tant,
φ(q′) = φ(γv(1)) = γdφ(v)(1) = γdψ(v)(1) = ψ(γv(1)) = ψ(q′).
Aix´ı, φ = ψ, en U , dq′φ = dq′ψ per tot q′ ∈ U , e´s a dir, per tot punt d’A, els entorns normals
d’aquests punts es troben en A i, per tant, A e´s obert.
Per connexio´, A = M , la qual cosa implicara` que φ = ψ.

4.7 Torsio´, curvatura i curvatura de Ricci
Tres dels camps tensorials diferenciables me´s importants so´n els tensors de torsio´, curvatura
i curvatura de Ricci de la connexio´ ∇. En aquesta seccio´, ∇ denotara` una connexio´ qualsevol
si no s’especifica el contrari i M sera` una varietat semi-riemanniana.
4.7.1 Torsio´
Definicio´ 4.7.1. Definim el tensor de torsio´ de la connexio´ ∇ com l’aplicacio´
τ : X(M)× X(M)→ X(M),
tal que
τ(X, Y ) := ∇XY −∇YX − [X, Y ]. (4.25)
Lema 4.7.2. El tensor de torsio´ de la connexio´ ∇ defineix un camp tensorial diferenciable de
tipus (2, 1). A me´s, e´s un tensor antisime`tric.
Demostracio´. Veiem en primer lloc que el tensor de torsio´ e´s antisime`tric:
Per les propietats del clauda`tor de Lie i les connexions,
τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] = ∇XY −∇YX + [Y,X] = −(∇YX −∇XY − [Y,X]) = −τ(Y,X).
Veiem que e´s un camp tensorial diferenciable, e´s a dir, que e´s F(M)-multilineal. Com la R-linealitat
e´s evident per ser tant la connexio´ com el clauda`tor de Lie lineals, veiem que τ(fX, Y ) = fτ(X,Y ) =
τ(X, fY ). Com hem vist que e´s anitsime`tric, e´s suficient comprovar-ho en una de les components.
τ(fX, Y ) = ∇fXY −∇Y (fX)− [fX, Y ] = f∇XY −Y (f)X − f∇YX +Y (f)X − f [X,Y ] = fτ(X,Y ).

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Finalment, donem l’expressio´ del tensor de torsio´ en coordenades locals. Com e´s tensorial,
e´s suficient donar l’expressio´ en coordenades locals de τ en una base.
Sigui {x1, ..., xn} un sistema de coordenades en un obert U ⊂M . Com sabem, el clauda`tor
de Lie dels camps coordenats e´s nul, e´s a dir, [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj
] = 0, per tant,
τ
(
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
= ∇ ∂
∂xi
∂
∂xj
−∇ ∂
∂xj
∂
∂xj
− 0.
Utilitzant els s´ımbols de Christoffel,
τ
(
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
=
∑
k
(Γij − Γji) ∂
∂xk
. (4.26)
4.7.2 Curvatura
Definicio´ 4.7.3. Definim el tensor de curvatura de la connexio´ ∇ com l’aplicacio´
R : X(M)× X(M)×X(M)→ X(M),
tal que
R(X, Y )Z := [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (4.27)
Lema 4.7.4. El tensor de curvatura defineix un camp tensorial diferenciable de tipus (3, 1). A
me´s, e´s antisime`tric respecte els dos primers camps vectorials.
Demostracio´. En primer lloc, veiem que e´s antisime`tric respecte els dos primers camps vecto-
rials:
R(X, Y )Z = [∇XY,∇YX]Z −∇[X,Y ]Z = −[∇YX,∇XY ]Z +∇[Y,X]Z = −R(Y,X)Z.
Veiem que, efectivament, R(X, Y )Z aix´ı definit e´s un camp tensorial. Com en el cas de la
torsio´, la R-linealitat e´s trivial i, per ser antisime`tric respecte les dues primeres components, e´s
suficient veure:
R(fX, Y )Z = ∇fX∇YZ −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z
= f∇X∇YZ −∇Y f∇XZ −∇−Y (f)X+f [X,Y ]Z
= f∇X∇YZ − Y (f)∇XZ − f∇Y∇XZ + Y (f)∇XZ − f∇[X,Y ]Z
= fR(X, Y )Z,
R(X, Y )fZ = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ]fZ
= (∇X(Y (f)Z + f∇YZ))− (∇Y (X(f)Z + f∇XZ))−∇[X,Y ]fZ
= (X(Y (f))Z + Y (f)∇XZ +X(f)∇YZ + f∇X∇YZ)− (Y (X(f))Z+
+X(f)∇YZ + Y (f)∇XZ + f∇Y∇XZ)− ([X, Y ](f)Z − f∇[X,Y ]Z)
= fR(X, Y )Z.

Busquem l’expressio´ del tensor de curvatura en coordenades locals. Com e´s tensorial, e´s
suficient donar l’expressio´ en coordenades locals de R en una base.
Sigui {x1, ..., xn} un sistema de coordenades en un obert U ⊂ M . Tenint en compte que
[ ∂
∂xi
, ∂
∂xj
] = 0, aleshores,
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R
(
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
∂
∂xk
= ∇ ∂
∂xi
∇ ∂
∂xj
∂
∂xk
−∇ ∂
∂xj
∇ ∂
∂xi
∂
∂xk
−∇[ ∂
∂xi
, ∂
∂xj
]
∂
∂xk
= ∇ ∂
∂xi
(∑
r Γ
r
jk
∂
∂xr
)
−
∇ ∂
∂xj
(∑
r Γ
r
ik
∂
∂xr
)
=
∑
r
[(
∂Γrjk
∂xi
− ∂Γ
r
ik
∂xj
)
∂
∂xr
+ Γrjk
∑
l Γ
l
ir
∂
∂xl
− Γrik
∑
l Γ
l
jr
∂
∂xl
]
=
∑
l
[
∂Γljk
∂xi
− ∂Γ
l
ik
∂xj
+
∑
r
(
ΓrjkΓ
l
ir − ΓrikΓljr
)] ∂
∂xl
Per tant, l’expressio´ en coordenades del tensor de curvatura e´s
R
(
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
∂
∂xk
=
∑
l
Rlkij
∂
∂xl
,
on, tal i com hem vist,
Rlkij =
∂Γljk
∂xi
− ∂Γ
l
ik
∂xj
+
∑
r
(
ΓrjkΓ
l
ir − ΓrikΓljr
)
. (4.28)
Definicio´ 4.7.5. Diem que una varietat semi-riemanniana e´s plana si el tensor de curvatura
s’anul·en tots els punts de la varietat.
Proposicio´ 4.7.6. Siguin X, Y, Z, T ∈ X(M), i ∇ la connexio´ de Levi-Civita, aleshores
1. g(R(X, Y )Z, T ) = −g(R(X, Y )T, Z),
2. R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0. Aquesta propietat es coneix amb el nom de
primera identitat de Bianchi.
3. g(R(X, Y )Z, T ) = g(R(Z, T )X, Y ).
4. ∇R(Y, Z, T ;X)+∇R(X, Y, T ;Z)+∇R(Z,X, T ;Y ) = 0. Aquesta propietat es coneix amb
el nom de segona identitat de Bianchi.
Demostracio´.
1. Per tal de veure 1. e´s suficient veure g(R(X, Y )Z,Z) = 0. Tenint en compte que ∇ e´s la
connexio´ de Levi-Civita, se satisfa` X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0.
g(R(X, Y )Z,Z) = g(∇X∇YZ,Z)− g(∇Y∇XZ,Z)− g(∇[X,Y ]Z,Z) =
X(g(∇YZ,Z))− g(∇YZ,∇XZ)− Y (g(∇XZ,Z)) + g(∇XZ,∇YZ)− 12 [X, Y ](g(Z,Z)) =
X(1
2
Y (g(Z,Z)))− Y (1
2
X(g(Z,Z)))− 1
2
[X, Y ](g(Z,Z)) = 0
2. Per defincio´ de curvatura i tenint en compte que la torsio´ e´s zero, e´s a dir, ∇XY −∇YX =
[X, Y ]:
R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −
∇Z∇YX −∇[Y,Z]X −∇X∇YZ +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z = ∇X [Y, Z]−∇Y [X,Z] +
∇Z [X, Y ]−∇[X,Y ]Z −∇[Z,X]Y −∇[Y,Z]X = [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.
On la u´ltima igualtat e´s la identitat de Jacobi.
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3. Per 2. sabem que R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 i, per tant,
g(R(X, Y )Z, T ) + g(R(Y, Z)X,T ) + g(R(Z,X)Y, T ) = 0,
g(R(T,X)Y, Z) + g(R(X, Y )T, Z) + g(R(Y, T )X,Z) = 0,
g(R(Z, T )X, Y ) + g(R(T,X)Z, Y ) + g(R(X,Z)T, Y ) = 0,
g(R(Y, Z)T,X) + g(R(Z, T )Y,X) + g(R(T, Y )Z,X) = 0.
Tenint en compte 1.,
g(R(X, Y )Z, T ) + g(R(Y, Z)X,T ) + g(R(Z,X)Y, T ) = 0,
g(R(T,X)Y, Z)− g(R(X, Y )Z, T ) + g(R(Y, T )X,Z) = 0,
g(R(Z, T )X, Y )− g(R(T,X)Y, Z) + g(R(Z,X)Y, T ) = 0,
−g(R(Y, Z)X,T )− g(R(Z, T )X, Y ) + g(R(Y, T )X,Z) = 0.
i sumant les quatre identitats anteriors obtenim g(R(Z,X)Y, T ) + g(R(Y, T )X,Z) = 0 i,
per tant, g(R(X,Z)Y, T ) = g(R(Y, T )X,Z).
4. Per la definicio´ 4.3.10 podem reescriure la segona identitat de Bianchi com
(∇XR)(Y, Z)T + (∇ZR)(X, Y )T + (∇YR)(Z,X)T = 0,
on (∇XR)(Y, Z)T = ∇X(R(Y, Z)T ) − R(∇XY, Z)T − R(Y,∇XZ)T − R(Y, Z)∇XT . Te-
nint en compte que, prenent la connexio´ de Levi-Civita, la torsio´ e´s zero, −∇XZ =
−∇ZX − [X,Z] i, per l’antisimetria de la curvatura, (∇XR)(Y, Z)T = ∇X(R(Y, Z)T )−
R(∇XY, Z)T +R(∇ZX, Y )T −R(Y, [X,Z])T −R(Y, Z)∇XT .
A me´s, veient el tensor de curvatura com l’operador R(Y, Z) = [∇Y ,∇Z ]−∇[Y,Z], tenim
R(Y, [X,Z]) = [∇Y ,∇[X,Z]]−∇[Y,[X,Z]] i
∇X(R(Y, Z)T )−R(Y, Z)∇XT = [∇X , R(Y, Z)]T = [∇X , [∇Y ,∇Z ]]T − [∇X ,∇[Y,Z]]T .
Tenint en compte aquestes observacions obtenim
(∇XR)(Y, Z)T = ([∇X , [∇Y ,∇Z ]]− [∇X ,∇[Y,Z]]−R(∇XY,Z) +R(∇ZX,Y )−R(Y, [X,Z]))T
(∇YR)(Z,X)T = ([∇Y , [∇Z ,∇X ]]− [∇Y ,∇[Z,X]]−R(∇Y Z,X) +R(∇XY,Z)−R(Z, [Y,X]))T
(∇ZR)(X,Y )T = ([∇Z , [∇X ,∇Y ]]− [∇Z ,∇[X,Y ]]−R(∇ZX,Y ) +R(∇Y Z,X)−R(X, [Z, Y ]))T
Sumant aquestes tres identitats i simplificant obtenim: [∇X , [∇Y ,∇Z ]]+[∇Y , [∇Z ,∇X ]]+
[∇Z , [∇X ,∇Y ]] = 0 per la identitat de Jacobi, i −R(Y, [X,Z]) + [∇Y ,∇[X,Z]] = ∇[Y,[X,Z]]
(ana`logament en la resta de casos) i, aix´ı,
∇R(Y, Z, T ;X)+∇R(X, Y, T ;Z)+∇R(Z,X, T ;Y ) = ∇[Y,[X,Z]]+∇[Z,[Y,X]]+∇[X,[Z,Y ]] = 0,
per la identitat de Jacobi.

4.7.3 Tensor de Ricci i curvatura escalar
Definicio´ 4.7.7. Sigui R el tensor de curvatura de M . Anomenem tensor de curvatura de
Ricci o, tensor de Ricci, a
Ric(x, y) := tr(v 7→ Rxvy),
on tr e´s la trac¸a d’una aplicacio´.
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Lema 4.7.8. El tensor de Ricci defineix un camp tensorial diferenciable de tipus (2, 0) sime`tric.
Demostracio´. Que el tensor de Ricci defineixi un camp tensorial diferenciable de tipus (2, 0) e´s
trivial ja que fixats, x, y ∈ TpM , l’aplicacio´
TpM → TpM
v 7→ Rxvy
e´s una aplicacio´ lineal i la trac¸a e´s una aplicacio´ bilineal.
Per tal de demostrar que el tensor de Ricci e´s sime`tric, utilitzarem la primera identitat de
Bianchi. Prenent la trac¸a d’aquesta identitat,
0 = tr(v 7→ R(x, v)y) + tr(v 7→ R(v, y)x) + tr(v 7→ R(y, x)v)
= tr(v 7→ R(x, v)y) + tr(v 7→ −R(y, v)x) + tr(v 7→ R(y, x)v)
= Ric(x, y)−Ric(y, x) + tr(v 7→ R(y, x)v)
Per la primera propietat de la proposicio´ 4.7.6, l’aplicacio´ v 7→ R(y, x)v e´s autoadjunta i, per
tant, la seva trac¸a e´s 0. Aix´ı hem obtingut Ric(x, y) = Ric(y, x).

Busquem les coordenades del tensor de Ricci en una carta. Com en els casos anteriors, e´s
suficient donar l’expressio´ en coordenades de Ric en una base.
Sigui {x1, ..., xn} un sistema de coordenades en un obert U ⊂M . Aleshores
Ricij = Ric
(
∂
∂xi
,
∂
∂xj
)
=
∑
k
(
R
(
∂
∂xi
,
∂
∂xk
)
∂
∂xj
)k
=
∑
k
Rkjki. (4.29)
A partir del tensor de Ricci, podem definir un camp tensorial de tipus (1, 1), ric(x, y), de la
segu¨ent manera
Ric(x, y) = g(ric(x), y), per tot x, y ∈ TpM
I tindra` coordenades ricij =
∑
k g
ikRickj.
Definicio´ 4.7.9. Anomenem curvatura escalar S de M la trac¸a de l’aplicacio´ lineal
x 7→ tr(ric(x)).
En coordenades, la curvatura escalar s’escriu
S =
∑
i
ricii =
∑
i,j
gijRicij. (4.30)
Definicio´ 4.7.10. Anomenem diverge`ncia d’un camp vectorial diferenciable X el tensor
divX = tr(v 7→ ∇vX). (4.31)
Tambe´ podem definir la diverge`ncia d’un tensor A sime`tric de tipus (2, 0). La seva expressio´
en coordenades e´s (divA)i =
∑
j,k g
jkAji;k, on
Aji;k =
(
∇ ∂
∂xk
A
)( ∂
∂xj
,
∂
∂xi
)
=
∂Aji
∂xk
−
∑
m
(
ΓmkiAmj + Γ
m
kjAim
)
.
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Proposicio´ 4.7.11. Se satisfa` dS = 2divRic, on dS = ∇S e´s el diferencial covariant de la
curvatura escalar.
Demostracio´. Per la segona identitat de Bianchi,
(∇XR)(Y, Z, V ) + (∇YR)(Z,X, V ) + (∇ZR)(X, Y, V ) = 0.
Considerem una carta de coordenades {x1, ..., xn} en M i(
∇ ∂
∂xr
R
)( ∂
∂xk
,
∂
∂xl
,
∂
∂xj
)
=
∑
i
Rijkl;r
∂
∂xi
.
Expressem la segona identitat de Bianchi en coordenades.
Rijkl;r +R
i
jlr;k +R
i
jrk;l = 0, per tot i.
Es pot comprovar fa`cilment que Rijlr;k = −Rijrl;k. Fent i = r i sumant respecte r obtenim,∑
r
Rrjkl;r +
∑
r
Rrjrl;k −
∑
r
Rrjrk;l = 0,
la qual cosa e´s igual a ∑
r
Rrjkl;r +Ricjl;k −Ricjk;l = 0.
on Ricjl;k = ∇ ∂
∂xk
Ric( ∂
∂xj
, ∂
∂xl
). Multiplicant per
∑
j,k g
jk,∑
r,j,k
gjkRrjkl;r +
∑
jk
gjkRicjl;k − S;l = 0,
on S;s = ∇ ∂
∂xs
S.
Veiem que ∑
j
gjkRrjkl;r =
∑
n
grnRklkn;r
En primer lloc observem que
Rrjkl =
∑
m δrmR
m
jkl =
∑
m,n g
rngnmR
m
jkl =
∑
n g
rng
(
∂
∂xn
, R
(
∂
∂xj
,
∂
∂xk
)
∂
∂xl
)
=
−∑n grng( ∂∂xj , R
(
∂
∂xl
,
∂
∂xn
)
∂
∂xk
)
= −∑m,n grngjmRmlnk,
on en la penu´ltima igualtat hem utilitzat 1. i 3. de la proposicio´ 4.7.6. Aix´ı, hem obtingut,
Rrjkl = −
∑
m,n g
rngjmR
m
lnk. D’on obtenim g
jkRrjkl = −
∑
n g
rnRklnk.
Aplicant ∇ ∂
∂xr
, obtenim (∇ ∂
∂xr
gjk)Rrjkl + g
jkRrjkl;r. Pero` ∇ ∂
∂xr
gjk = 0 ja que, per ser ∇ la
connexio´ de Levi-Civita, ∇g = 0 i, per tant 0 = ∇(gg−1) = (∇g)g−1 + g∇g−1 = g∇g−1. Per
tant,
∑
j g
jkRrjkl;r = −
∑
n g
rnRklnk;r =
∑
n g
rnRklkn;r.
Aix´ı, ∑
n,r
grnRicln;r +
∑
jk
gjkRicjl;k − S;l = 2div(Ric)l − S;l = 0.
I, per tant,
dS = 2div(Ric).

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Proposicio´ 4.7.12. La diverge`ncia de Sg e´s dS.
Demostracio´.
(div(Sg))i =
∑
jk
gjkS;kgji = S;i
Per tant, dS = div(Sg).

Tema 5
Teoria de la relativitat general
Tal i com ja hem avanc¸at, la teoria de la relativitat especial, a pesar de descriure adequa-
dament el comportament d’objectes que es mouen a velocitats properes a la de la llum, era
inconsistent amb la llei de gravitacio´ de Newton. El 1915, Einstein va formular la teoria de la
relativitat general, la qual este`n la teoria de la relativitat especial i inclou la gravitacio´. Einstein
es va adonar que la gravetat no era una forc¸a com les altres, sino´ que e´s una consequ¨e`ncia del
fet que l’espai-temps esta` curvat per la massa i energia presents. L’espai-temps de Minkowski,
en el qual no es considerava l’accio´ de la gravetat sobre els cossos, e´s un espai pla.
Aix´ı, la teoria de la relativitat general explica com la curvatura de l’espai-temps afecta la
mate`ria i es manifesta com gravetat i, rec´ıprocament, com l’energia i la massa creen curvatura
en l’espai-temps.
5.1 Principi d’equivale`ncia
Tal i com s’explica en [Car], al igual que en la relativitat especial, els precursors de la
relativitat general van ser Galileu i Newton. Aquests es van adonar, en el que s’anomena
principi d’equivale`ncia de`bil, que la massa inercial d’un objecte e´s igual a la massa gravitato`ria.
La massa inercial mi d’un objecte e´s la constant de proporcionalitat entre la forc¸a que actua
sobre un objecte i la seva acceleracio´, e´s a dir, per la segona llei de Newton, F = mia, on F e´s
la forc¸a i a, l’acceleracio´. La massa gravitato`ria mg e´s la constant de proporcionalitat entre la
forc¸a gravitato`ria i el potencial gravitatori, e´s a dir, la massa en la llei de gravitacio´ universal
de Newton.
Aix´ı, el principi d’equivale`ncia de`bil es tradueix com mi = mg. Una consequ¨e`ncia d’aquest
principi e´s que el comportament de part´ıcules en caiguda lliure, e´s a dir, moviment degut nome´s
a la gravetat, e´s universal i independent de la massa.
El principi d’equivale`ncia de`bil tambe´ implica que no e´s possible distingir entre sistemes
uniformement accelerats i sistemes amb un camp gravitatori extern observant u´nicament el
comportament d’objectes en caiguda lliure en regions suficientment petites. E´s necessari suposar
que la regio´ sigui suficientment petita ja que l’efecte d’una acceleracio´ uniforme e´s sempre en
la mateixa direccio´, pero` l’accio´ de la gravetat no necessa`riament.
Despre´s del descobriment de la relativitat especial, Einstein va observar que no nome´s no e´s
possible distingir entre sistemes uniformement accelerats i sistemes amb un camp gravitacional
extern mitjanc¸ant el comportament d’objectes en caiguda lliure, sino´ que cap experiment f´ısic,
en regions suficientment petites, ens permet assegurar que ens trobem en una situacio´ o en l’al-
tra. E´s a dir, en regions infinitesimals, podem negligir els efectes de la gravetat. Aquest principi
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es coneix amb el nom de principi d’equivale`ncia d’Einstein, o nome´s principi d’equivale`ncia.
El fet de poder negligir els efectes de la gravetat implica que les lleis de la f´ısica es redueixen
a les de la relativitat especial. En altres paraules, la relativitat especial aproxima localment la
relativitat general. Aix´ı, si M e´s l’espai-temps, per cada p ∈ M esdeveniment, TpM hauria de
ser isome`tric a l’espai-temps de Minkowski, R41. Una altra manera d’enunciar-ho e´s que en cada
punt p, podem trobar un entorn suficientment petit i coordenades normals (definicio´ 4.6.6) i,
per tant, l’espai e´s localment el de Minkowski.
El principi d’equivale`ncia suggereix que les forces gravitato`ries en realitat no existeixen, sino´
que so´n fruit de l’eleccio´ del sistema de coordenades. Com en abse`ncia de gravetat el model
d’espai-temps e´s el de Minkowski i aquest aproxima localment l’espai-temps de la relativiat
general, Einstein va pensar que, en l’a`mbit de la relativitat general, l’espai-temps hauria de ser
una varietat diferenciable de Lorentz de dimensio´ 4, connexa i on el temps te´ una orientacio´.
Una varietat de Lorentz (M, g) e´s orientable respecte el temps si per cada punt p ∈M podem
escollir una component del con de la llum en p (segons si la primera coordenada e´s positiva o
negativa) de manera que en cada carta U ⊂ M existeix un camp vectorial diferenciable X tal
que Xp pertany a una u´nica component del con de la llum per tot p ∈ U . Escollir una de les
components que satisfa` aquesta propietat s’anomena escollir una orientacio´ temporal. Es pot
demostrar que una varietat de Lorentz (M, g) e´s orientable respecte al temps si, i nome´s si,
existeix un camp vectorial X ∈ X(M) tal que en tot punt de M e´s temporal.
Es pot demostrar que R41 e´s l’u´nica varietat de Lorentz de dimensio´ 4 completa, plana i
simplement connexa. Com en prese`ncia de gravetat l’espai-temps deixa de ser globalment el de
Minkowski, l’espai-temps no tindra` curvatura nul·la. E´s a dir, l’efecte de la gravetat provoca
curvatura en l’espai-temps i viceversa, el fet que l’espai-temps tingui curvatura es manifesta a
trave´s de camps gravitatoris. Utilitzant la mateixa terminologia que en la relativitat especial,
la gravetat no provoca una curvatura en la trajecto`ria o l´ınia d’univers d’una part´ıcula, sino´
que provoca la curvatura de l’espai-temps.
Tots els conceptes definits en el cap´ıtol 3 per al cas de l’espai de Minkowski es poden definir
de manera ana`loga canviant la me`trica.
Un altre dels postulats d’Einstein e´s que tot objecte en caigua lliure, e´s a dir, sobre el
qual nome´s actua la gravetat, segueix una geode`sica de l’espai. En el cas de l’espai-temps de
Minkowski R41, les geode`siques so´n rectes amb vector tangent de tipus temporal futur.
5.2 L’equacio´ d’Einstein
Tal i com hem explicat en la primera seccio´, els efectes de la gravetat no so´n me´s que
curvatura de l’espai-temps, on l’espai-temps e´s una varietat de Lorentz (M, g) de dimensio´ 4,
connexa i on podem escollir una orientacio´ temporal. Aix´ı, donar l’espai-temps, equival a donar
una me`trica g que satisfaci unes propietats. Seguint [Gir], dedu¨ırem l’equacio´ d’Einstein, les
solucions de la qual ens donen les possibles me`triques.
En primer lloc, tal i com hem explicat, la trajecto`ria d’una part´ıcula deixada en llibertat
e´s una geode`sica de l’espai-temps. Sigui γ(τ) una geode`sica on τ e´s el temps propi. Tal i com
hem vist en el cap´ıtol 4, si U ⊂ M e´s un obert de la varietat de Lorentz M tal que en aquest
obert tenim coordenades {x0, x1, x2, x3}, on ∂/∂x0 e´s temporal futur, l’expressio´ de ser γ una
geode`sica e´s, per 0 ≤ k ≤ 3
d2γk
dτ 2
+
∑
i,j
Γkij
dγi
dτ
dγj
dτ
= 0,
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on d2γk/dτ 2 e´s l’acceleracio´ aparent de la part´ıcula γ. Tal i com veiem, l’acceleracio´ deguda a
aquestes coordenades depe`n de les primeres derivades de γ i dels s´ımbols de Christoffel, que al
seu torn, depenen dels coeficients de la me`trica i les derivades d’aquests.
En meca`nica cla`ssica, la funcio´ potencial d’un camp gravitatori satisfa` que el seu gradient
amb signe canviat e´s l’acceleracio´. La funcio´ potencial e´s, per tant, una funcio´ tal que l’acce-
leracio´ de la part´ıcula depe`n de les seves derivades. E´s a dir, en meca`nica cla`ssica una funcio´
que satisfa` propietats ana`logues a les de la me`trica e´s la funcio´ potencial d’un camp gravitatori.
L’equacio´ de Poisson ens do´na l’equacio´ que relaciona el potencial gravitatori V amb la densitat
de massa ρ
∆V = 4piKρ,
on K e´s la constant de gravitacio´ universal i ∆ e´s l’operador de Laplace.
En el cas del potencial gravitatori, aquesta funcio´ potencial e´s un escalar. En electromagne-
tisme, Maxwell va proposar lleis semblants on el potencial no era escalar sino´ vectorial i, enlloc
de la diverge`ncia, apareixia el rotacional. Per analogia a aquestes lleis, Einstein va pensar que
l’equacio´ que determine´s els coeficients de la me`trica hauria de tenir la mateixa ”estructura”que
la de Poisson i les equacions de Maxwell. Aix´ı, va postular que l’equacio´ hauria de ser de la
forma
G = XT
on X e´s una constant, i, a difere`ncia de l’equacio´ de Poisson, T i G so´n tensors sime`trics de
tipus (2, 0). T havia de contenir tota la informacio´ de la mate`ria, e´s a dir, faria el paper de ρ, i
G, anomenat tensor d’Einstein, faria el paper de ∆V i, per tant, les seves components haurien
de ser funcions dels coeficients de la me`trica i les seves derivades fins a ordre 2 (ja que en el
laplacia`, ∆, nome´s intervenen derivades segones).
En dina`mica de fluids de la relativitat especial, existeix l’anomenat tensor d’impulsio´-energia
d’un fluid, un tensor sime`tric de tipus (2, 0) que descriu la mate`ria del medi. Einstein va postular
que T havia de ser el tensor d’impulsio´-energia. L’equacio´ del moviment d’un fluid e´s divT = ~f ,
on ~f e´s la densitat de forc¸a exterior de Minkowski que actua sobre els fluids. Per tal de deduir
l’equacio´ d’Einstein, suposem que no actua cap forc¸a exterior sobre el medi que origina el camp
gravitatori i que aquest e´s continu. Adaptant la condicio´ divT = ~f , en el nostre cas ~f = 0 i,
per tant, imposarem que divT = 0.
Busquem un candidat a G. Tal i com hem dit, G e´s un tensor sime`tric d’ordre 2 les compo-
nents del qual en tota carta so´n funcions de la me`trica i les seves derivades fins a ordre 2. A
me´s, com divT = 0, divG = 0. El tensor de Ricci satisfa` les primeres propietats pero` tal i com
hem vist, no te´ diverge`ncia nul·la. Ara be´, per la proposicio´ 4.7.11 sabem que la diverge`ncia
del tensor de Ricci e´s 1
2
dS. Per la proposicio´ 4.7.12 tambe´ sabem que div
(
1
2
Sg
)
= 1
2
dS. Aix´ı,
div
(
Ric− 1
2
Sg
)
= 0. A me´s, el tensor Ric− 1
2
Sg satisfa` la resta de propietats.
Per tot α constant, el tensor Ric − 1
2
Sg − αg tambe´ satisfa` les propietats anteriors. Aix´ı,
imposant que aquest tensor fos el tensor d’Einstein obtenim l’equacio´
Ric− 1
2
Sg + αg = XT . (5.1)
A continuacio´ dedu¨ırem que α e´s aproximadament 0 i X , 8piK. Suposem que tenim un
camp gravitatori feble produ¨ıt per una massa concentrada en una regio´ acotada de l’espai que
no depe`n del temps. Com el camp e´s feble, podem suposar que la me`trica e´s semblant a la de
Minkowski. Anomenem η el producte intern de Minkowski i ηij les components del tensor me`tric
en una base. Amb les hipo`tesis anteriors, la me`trica en aquesta regio´ amb camp gravitatori
feble sera` de la forma gij = ηij + hij en unes coordenades {x0, x1, x2, x3} i hij prou petit i no
depenen de x0.
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Sigui x(τ) una part´ıcula material en llibertat sota el camp gravitatori amb τ el seu temps
propi. Suposem que la velocitat de la part´ıcula e´s petita en comparacio´ amb la velocitat de la
llum. Aleshores, 1 ≤ k ≤ 3,
d2xk
dτ 2
= −
3∑
i,j=0
Γkij
dxi
dτ
dxj
dτ
= −
3∑
i,j=1
Γkij
dxi
dτ
dxj
dτ
− 2
3∑
i=1
Γki0
dxi
dτ
dx0
dτ
− Γk00
(
x0
dτ
)2
.
Com la velocitat de la part´ıcula e´s petita, per la proposicio´ 3.3.10 (2) obtenim, aproximadament,
dx0
dt
=
dt
dτ
∼= 1,
i, per tant,
d2xk
dt2
= −
3∑
i,j=1
Γkij
dxi
dt
dxj
dt
− 2
3∑
i=1
Γki0
dxi
dt
− Γk00.
En meca`nica cla`ssica l’acceleracio´ d’una part´ıcula amb velocitat petita respecte la de la llum
sota l’accio´ d’un camp gravitatori no depe`n de la velocitat de la part´ıcula. Aix´ı, podem suposar
que els dos primers sumants so´n petits en relacio´ a −Γk00 i, per tant,
d2xk
dt2
= −Γk00 = −
1
2
∑
i
gki
(
2
∂g0i
∂x0
− ∂g00
∂xi
)
Ara be´, per hipo`tesi, el camp gravitatori no depenia del temps, per tant, la derivada respecte
x0 de la me`trica sera` nul·la. Per altra banda, com g00 = −1 + h00 i gij e´s gairebe´ diagonal,
gij ∼= 0, i 6= j,
d2xk
dt2
=
1
2
∑
i
gki
∂h00
∂xi
∼= 1
2
gkk
∂h00
∂xk
∼= 1
2
∂h00
∂xk
.
Anomenant V el potencial gravitatori de Newton, tal i com hem dit anteriorment, se satisfa`
que l’acceleracio´ gravitato`ria e´s el gradient del potencial canviat de signe. Aix´ı,
d2xk
dt2
= − ∂V
∂xk
,
i, per tant, h00 ∼= −2V + C, on C e´s una constant. Suposant que la me`trica g s’aproxima a
la de Minkowski ja que l’accio´ del camp gravitatori desapareix en l’infinit per suposar que la
massa que el crea es troba en una regio´ acotada de l’espai, i, com V tambe´ s’anul·la en l’infinit,
C = 0.
En el que segueix, suposem que el medi e´s continu i el que crea el camp gravitatori e´s un fluid
perfecte. Necessitem alguns resultats de dina`mica relativista de fluids la justificacio´ dels quals
es pot trobar en [Gir]. Sigui p la pressio´ del fluid, les components del tensor d’impulsio´-energia
en fluids perfectes so´n, per 1 ≤ i, j ≤ 3,
T ij = pgij ∼= pδij,
T i0 = 0,
T 00 = ρ.
(5.2)
Tenint en compte que Tij =
∑
kl T
klgkigkj,
3∑
i,j=0
X gijTij ∼= X (3p− ρ) ∼= −Xρ,
3∑
i,j=0
gij
(
Ricij − 1
2
Sgij + αgij
)
= −S + 4α,
⇒ −S + 4α ∼= −Xρ per l’equacio´ d’Einstein.
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Per tant, S ∼= Xρ+ 4α. Per l’equacio´ d’Einstein tambe´ se satisfa`
Ric00 − 1
2
Sg00 + αg00 = XT 00 = Xρ⇒ Ric00 ∼=
(
1
2
S − α
)
η00 + Xρ ∼= Xρ
2
− α.
On en l’u´ltima aproximacio´ hem utilitzat S ∼= Xρ+ 4α. Per altra banda,
Ric00 =
∑
i
Ri0i0 =
∑
i
(
∂Γi00
∂xi
− ∂Γ
i
i0
∂x0
)
+
∑
i,j
(
Γj00Γ
i
ij − Γj0iΓi0j
)
.
Per hipo`tesi, g no depe`n de x0, per tant, les derivades respecte x0 dels s´ımbols de Christof-
fel seran zero. Com hij so´n petites, Γ
k
ij tambe´ ho seran, i, per tant, el seu producte sera`
menyspreable. Tal i com hem vist anteriorment, Γi00
∼= −1
2
∂h00
∂xi
i, per tant
Ric00 ∼=
3∑
i=1
∂Γi00
∂xi
∼= −1
2
3∑
i=1
∂2h00
∂(xi)2
= ∆V.
On en l’u´ltima igualtat hem utilitzat h00 = −2V . Per tant, igualant,
∆V ∼= Xρ
2
− α.
Comparant aquesta equacio´ amb la de Poisson, ∆V = 4piKρ, obtenim, α ∼= 0 i X ∼= 8piK.
Per tant, l’equacio´ d’Einstein e´s
Ric− 1
2
Sg = 8piKT . (5.3)
5.3 Solucions de l’equacio´ d’Einstein
Tal i com hem vist, l’equacio´ d’Einstein e´s una equacio´ tensorial i, com els tensors so´n d’ordre
(2, 0) sime`trics, es podria reescriure com deu equacions diferencials de segon ordre per al tensor
me`tric. La resolucio´ d’equacions diferencials no e´s fa`cil i aquest cas no e´s una excepcio´. La
curvatura de Ricci i escalar so´n tensors que s’expressen com a productes i sumes dels s´ımbols
de Christoffel i les seves derivades, els quals al seu torn s’escriuen com a sumes i productes dels
coeficients de la me`trica i de la seva inversa. A me´s, com el tensor d’impulsio´-energia tambe´
depe`n de la me`trica, les equacions diferencials que s’obtenen de l’equacio´ d’Einstein seran no
lineals i, per tant, molt dif´ıcils de resoldre.
En aquesta seccio´ estudiarem algunes solucions que s’han proposat a partir de simplificacions
en l’equacio´ d’Einstein. Aquestes han perme`s l’estudi de l’estructura i dina`mica de l’univers.
Una solucio´ trivial d’aquesta equacio´ e´s, suposant abse`ncia de camps gravitatoris, l’espai-temps
de Minkowski.
5.3.1 Espai-temps de Schwarzschild
L’espai-temps de Schwarzschild e´s un dels models me´s simples d’univers. Consisteix en un
univers amb una u´nica estrella amb simetria esfe`rica i esta`tica en el buit. Aquest model permet
descriure el camp gravitatori generat per l’estrella esfe`rica. Estudiarem l’exterior de l’estrella.
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En primer lloc, el fet de suposar que l’u´nica massa sigui la de l’estrella, e´s a dir, que a
l’exterior de l’estrella tenim el buit, implicara` que el tensor d’Einstein haura` de ser nul. En
coordenades aixo` es tradueix:
Ricij − 1
2
Sgij = 0⇒
∑
i,j
gij
(
Ricij − 1
2
Sgij
)
⇒ S − 4
2
S = 0⇒ S = 0.
i, per tant, G = Ric− 1
2
Sg = Ric = 0.
Veiem que` significa que l’estrella sigui esta`tica i amb simetria esfe`rica.
Definicio´ 5.3.1. Direm que un espai-temps e´s esta`tic si podem trobar un sistema de coorde-
nades tal que la component temporal t satisfa` les dues propietats segu¨ents:
(i) totes les components de la me`trica so´n independents de t,
(ii) la me`trica e´s invariant per la inversio´ del temps, e´s a dir, les components de la me`trica no
canvien per l’aplicacio´ t→ −t.
Definicio´ 5.3.2. Direm que una varietat de Lorentz M te´ simetria esfe`rica si existeix una
accio´ efectiva de SO(3) sobre M , · : SO(3)×M →M , tal que
(i) Per tot α ∈ SO(3), l’aplicacio´
M → M
x 7→ α · x
e´s una isometria.
(ii) Per tot x ∈M punt no fix per l’accio´ de SO(3), l’o`rbita de x per l’accio´ · e´s una subvarietat
espacial de M de dimensio´ 2, e´s a dir, per tot y ∈ O(x), g|Ty(O(x)) e´s definida positiva.
Per tal de trobar l’expressio´ de la me`trica en l’espai-temps de Schwarzschild utilitzarem el
segu¨ent teorema la demostracio´ del qual es pot trobar en [Gir].
Teorema 5.3.3. (Birkhoff) Sigui (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esfe`rica i
tensor de Ricci nul. Existeix un subconjunt S tancat de M i de mesura nul·la tal que per tot
x0 ∈M\S no fix per l’accio´ de SO(3) existeix una carta local (U , {t, r, θ, ϕ}) amb x0 ∈ U on g
admet una expressio´ de la forma
g = −(1− k/r)dt2 + 1
1− k/rdr
2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (5.4)
amb k constant.
Per tal de definir l’espai-temps de Schwarzschild tindrem en compte una u´ltima propietat.
Com per hipo`tesi l’u´nica font del camp gravitatori e´s una estrella, en regions molt allunyades
d’aquesta, els efectes del camp gravitatori seran menyspreables. Aix´ı, en regions molt allunyades
de l’estrella, l’espai-temps esdeve´ l’espai-temps de Minkowski.
Expressem el producte intern de Minkowski g en coordenades esfe`riques (r, θ, ϕ), on 0 ≤ θ ≤
2pi e´s la colatitud geogra`fica i 0 ≤ ϕ ≤ pi e´s la longitud.
Parametritzant l’esfera {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = r2},
f(t, r, θ, ϕ) = (t, r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) . (5.5)
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Recordem que, en coordenades ortonormals, g = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. Aleshores, se satisfa`
g
(
∂f
∂t
,
∂f
∂t
)
= −1, g
(
∂f
∂r
,
∂f
∂r
)
= 1,
g
(
∂f
∂θ
,
∂f
∂θ
)
= r2, g
(
∂f
∂ϕ
,
∂f
∂ϕ
)
= r2 sin2 θ,
i tota la resta so´n zero.
En aquest cas el pullback de la me`trica e´s una me`trica i, per tant, en aquestes coordenades
escrivim
g = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (5.6)
Tenint en compte tots aquests resultats, constru¨ım l’espai-temps de Schwarzschild, e´s a dir,
busquem la varietat de Lorentz (M, g) que satisfa` aquestes propietats. Pel teorema de Birkhoff,
la me`trica d’aquesta varietat de Lorentz haura` de ser de la forma (5.5). Observem que, en el
cas r = 0 i r = k, la me`trica presenta singularitats. Per evitar-les, suposarem que ens trobem
en la regio´ V = {(r, θ, ϕ) : r > k} ⊂ R3. Aix´ı, la varietat de Lorentz de l’espai-temps de
Schwarzschild sera` M = R×V amb la me`trica anterior. Per tal que realment sigui espai-temps
falta dotar-la d’una orientacio´ temporal, e´s a dir, dir que ∂/∂t apunta cap al futur.
Observem que la me`trica de l’espai-temps de Minkowski e´s del tipus (5.5) amb k = 0, e´s a
dir, si k = 0, no tenim cap massa que ens crea el camp gravitatori. Aix´ı, k haura` de ser una
constant que depe`n de la massa de l’estrella i satisfara` que, per valors petits de k, la massa
tambe´ haura` de ser petita ja que l’espai-temps e´s aproximadament el de Minkowski. A me´s, en
el cas en que` la massa que crea el camp gravitatori sigui petita, els resultats relativistes hauran
de ser semblants als de la meca`nica cla`ssica. Tal i com hem fet en la seccio´ anterior i amb les
mateixes notacions, prenem g = η+h. En particular, htt = 1 + gtt = −2V , on V e´s el potencial
gravitatori. En meca`nica cla`ssica, el potencial creat per una estrella de massa m e´s V = −Km/r
que fent un canvi d’unitats, podem suposar K = 1. Aix´ı, gtt = −1 − 2V = −1 + 2m/r. Ara
be´, gtt = −(1− k/r), per tant, k = 2m.
Aix´ı, l’espai-temps de Schwarzschild a l’exterior d’una estrella en el buit amb simetria esfe`rica
i esta`tica e´s la varietat de Lorentz (M, g) amb l’orientacio´ temporal donada per ∂/∂t apuntant
al futur, on M = R× V i
g = −
(
1− 2m
r
)
dt2 +
(
1− 2m
r
)−1
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2
)
, (5.7)
on m e´s la massa de l’estrella.
Aquest model es pot aplicar al sistema solar considerant que l’u´nica estrella e´s el Sol. Mit-
janc¸ant aquesta estimacio´, s’ha pogut provar que el model de relativitat general d’Einstein do´na
resultats me´s acurats que la gravitacio´ newtoniana. Algunes de les aplicacions me´s importants
d’aquest model so´n l’estudi dels forats negres (solucio´ de Scwatzschild a l’interior de l’estrella),
de les o`rbites dels planetes del sistema solar (com l’avanc¸ament del periheli de mercuri) i efectes
relativistes com la curvatura de la llum, el desplac¸ament cap al roig de la llum i retard en el
temps.
5.3.2 Espai-temps de Robertson-Walker
Un dels models cosmolo`gics me´s importants actualment e´s el model de Robertson-Walker.
Aquest model es basa en la hipo`tesi que l’univers e´s isotro`pic i homogeni respecte l’espai pero` no
70 TEMA 5. TEORIA DE LA RELATIVITAT GENERAL
respecte el temps. Que l’univers sigui isotro`pic significa que fixat un punt de l’espai, l’univers
es veu igual independentment de la direccio´ en la que mirem. Formalment, una varietat M e´s
isotro`pica en un punt p si per qualssevol dos vectors u, v ∈ TpM existeix una isometria φ de
M tal que dpφ(w) e´s paral·lel a v. I que l’univers sigui homogeni significa que l’univers es veu
igual des de tot punt. Formalment, una varietat M e´s homoge`nia si la me`trica e´s la mateixa
per tot punt de M , e´s a dir, donats dos punts p, q ∈M , existeix una isometria tal que φ(p) = q.
Observem que un espai podria ser isotro`pic i no homogeni i viceversa. Ara be´, si un espai e´s
isotro`pic en tot punt, aleshores tambe´ e´s homogeni. En aquest cas es diu que l’univers en tot
punt es veu igual en totes les direccions.
Tal i com hem dit, l’univers no e´s isotro`pic ni homogeni respecte el temps ja que observacions
experimentals han perme`s comprovar que l’univers no e´s esta`tic, sino´ que canvia en el temps.
Degut a aquest fet, el model d’espai-temps proposat per Robertson i Walker va ser una varietat
diferenciable M = I×V , on I e´s un interval obert de temps, possiblement R, i V e´s una varietat
riemanniana simplement connexa de dimensio´ 3 isotro`pica i homoge`nia per cada temps fixat.
Es pot comprovar que amb aquestes hipo`tesis la curvatura de V e´s constant i podem suposar
k = −1, 0, 1, e´s a dir, V e´s el pla hiperbo`lic H3, l’espai euclidia` R3 i l’esfera S3 respectivament.
La me`trica proposada per aquesta varietat diferenciable i que satisfa` les propietats anteriors
e´s
g = −dt2 + f(t)2pi∗(g˜), (5.8)
on f(t) e´s una funcio´ positiva i diferenciable, pi : I × V → V e´s la projeccio´ cano`nica i g˜ e´s una
me`trica de curvatura constant k = −1, 0, 1.
Finalment, per dotar (M, g) d’una orientacio´ temporal, prenem ∂/∂t apuntant al futur. Aix´ı,
(M, g) descrit anteriorment e´s el que es coneix com model d’univers de Robertson-Walker.
Veient els punts (t, p) ∈ M com una gala`xia p en l’instant t, fixat p ∈ V , I × {p} e´s
la l´ınia d’univers de la gala`xia corresponent a p. Com que la corba γp(t) = (t, p) satisfa`
g(dγp(t)/dt, dγp(t)/dt) = −1, t e´s el temps propi de la gala`xia corresponent a p. Ara be´, per
tota gala`xia, t e´s el seu temps propi i, per tant, t e´s un temps propi comu´.
Es pot veure que la me`trica de Robertson-Walker s’escriu
g = −dt2 + f(t)2
(
dx2
1− kx2 + x
2(dθ2 + sin2 θdφ2)
)
, (5.9)
on k = −1, 0, 1.
A continuacio´ veiem l’expressio´ de la me`trica segons el valor de la curvatura.
• k = 0:
g = −dt2 + f(t)2 (dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)) . (5.10)
• k = 1: definint x = sin r, la me`trica s’escriuria de la forma segu¨ent
g = −dt2 + f(t)2 (dr2 + sin2 r(dθ2 + sin2 θdϕ2)) . (5.11)
• k = −1: definint x = sinh r, obtindr´ıem que la me`trica s’escriu
g = −dt2 + f(t)2 (dr2 + sinh2 r(dθ2 + sin2 θdϕ2)) . (5.12)
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A continuacio´ buscarem l’equacio´ d’Einstein. En la seccio´ 5.2, en deduir l’equacio´ d’Einstein
a partir de la meca`nica cla`ssica, vam deduir que la constant cosmolo`gica α e´s aproximadament
zero. Ara be´, l’expansio´ accelerada de l’univers no e´s possible d’explicar sense la constant
cosmolo`gica. Per tant, prendrem com a equacio´ d’Einstein
Ric− 1
2
Sg − αg = 8piKT . (5.13)
L’expressio´ (5.9) de la me`trica ens permet calcular me´s fa`cilment l’equacio´ d’Einstein sense
haver de distingir el valor de la curvatura. A me´s, per tal de fer algunes simplificacions, el
model de Robertson-Walker suposa que l’univers no e´s buit, sino´ que e´s un fluid perfecte de
densitat ρ i pressio´ p, ja que els fluids perfectes so´n isotro`pics i homogenis. Aix´ı, tal i com hem
mencionat en la seccio´ anterior, les components del tensor d’impulsio´-energia seran (5.2).
Utilitzant (4.10) per trobar els s´ımbols de Christoffel, (4.28) per trobar la curvatura i (4.29)
per trobar la curvatura de Ricci, obtindr´ıem que les components no nul·les del tensor de Ricci
valen, anomenant f ′ = df/dt, x0 = t, x1 = x, x2 = θ i x3 = φ,
Ric00 = −3f
′′
f
Ric11 =
ff ′′ + 2f ′2 + 2k
1− kx2
Ric22 = x
2(ff ′′ + 2f ′2 + 2k) Ric33 = x2(ff ′′ + 2f ′2 + 2k) sin2 θ.
Observem que podem escriure, per i = 1, 2, 3, Ricii =
gii
f2
(ff ′′ + 2f ′2 + 2k) i, per tant, la
curvatura escalar val
S = 3
f ′′
f
+ 3
ff ′′ + 2f ′2 + 2k
f 2
=
6
f 2
(ff ′′ + f ′2 + k). (5.14)
Aix´ı, l’equacio´ d’Einstein s’escriu
Ric00 − 1
2
Sg00 + αg00 = 8piKT00 ⇒ 3
f 2
(f ′2 + k)− α = 8piKρ,
Ricii − 1
2
Sgii + αgii = 8piKTii ⇒ 1
f 2
(ff ′′ + 2f ′2 + 2k)− 3
f 2
(ff ′′ + f ′2 + k) + α = 8piKp
⇒ 1
f 2
(−2ff ′′ − f ′2 − k) + α = 8piKp,
(5.15)
per i = 1, 2, 3.
Sumant la primera equacio´ i tres vegades la segona obtenim
−3ff
′′
f
+ α = 4piK(ρ+ 3p). (5.16)
Proposicio´ 5.3.4. Se satisfa`
ρ′ + (ρ+ p)
3f ′
f
= 0. (5.17)
Demostracio´. Com divT = 0 i utilitzant que, per (4.10), Γii0 = f ′/f , Γ0ii = f ′gii/f per 1 ≤ i ≤ 3
i Γ000 = 0.
0 = (divT )0 =
∑
ij g
ijTi0;j =
∑
i g
iiTi0;i =
∑
i g
ii
(
∂Ti0
∂xi
−∑j(Γji0Tji + ΓjiiT0j))
= −ρ′ −∑i (giiΓii0Tii + Γ0iiρ) = −ρ′ −∑3i=1 gii((f ′/f)pgii + (f ′/f)giiρ) = −ρ′ − 3f ′f (p+ ρ)

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Model cosmolo`gic de Robertson-Walker
El model cosmolo`gic de Robertson-Walker e´s un dels models me´s importants actualment que
descriu la histo`ria de l’univers. Tal i com veurem, existeixen tres models d’univers segons el
valor de la curvatura.
Per tal de desenvolupar aquest model, han estat necessa`ries observacions astrono`miques que
donessin informacio´ sobre les caracter´ıstiques que ha de tenir el fluid perfecte del qual esta`
format l’univers. El 1929, Hubble va observar que l’univers estava en expansio´ accelerada i
que la dista`ncia entre les gala`xies augmentava de manera proporcional a la dista`ncia que les
separava. Hubble va descobrir que, si anomenem t0 el moment actual, se satisfa`
f ′(t0) = H0f(t0), (5.18)
on H0 e´s la constant de proporcionalitat actual que indica com se separen les gala`xies. Aquesta
val, aproximadament 1/(18×109 anys). Aix´ı, l’univers esta` en expansio´ i f te´ derivada positiva.
Un altre fet important e´s que la densitat del fluid e´s superior a la pressio´, ρ > p. La densitat
actual, ρ0, pren un valor entre 10
−31 i 5 × 10−29 grams/cent´ımetre3 i la pressio´ te´ un valor
menyspreable.
Teorema 5.3.5. Sigui H0 > 0, p(t) ≥ 0 i ρ(t) > 0 per tot t, llavors,
1. Existeix un nombre real tP , inici del temps, tal que I e´s un interval obert de la forma
(tP , tF ), o be´, (tP ,∞) i f(t) → 0, f ′(t) → ∞ i ρ(t) → ∞ quan t → tP . Anomenem
aquesta situacio´ Big Bang.
2. En el cas que la curvatura de V sigui 0 o −1, I = (tP ,∞) i f ′(t) > 0 per tot t. En
aquesta situacio´ l’univers te´ un principi pero` no un final i s’expandeix eternament.
3. En el cas k = 1, I = (tP , tF ), existeix tm ∈ I ma`xim de f , e´s a dir, f ′(t) > 0 si t < tm i
f ′(t) < 0 si t > tm i f(t)→ 0, f ′(t)→∞ i ρ(t)→∞ quan t→ tF . En aquesta situacio´
d’univers te´ un principi i un final, anomenat Big Crunch, e´s a dir, l’univers des de tP
fins a tm s’expandeix i de tm fins a tF es contrau.
La demostracio´ d’aquest resultat, que ens explica com e´s l’univers segons el valor de la
curvatura, encara que no e´s dif´ıcil, e´s una mica llarg. Es pot trobar tant en [Gir] com en [One].
Conclusions
A pesar que els principals objectius d’aquest treball han estat assolits, malauradament, molts
efectes relativistes en que` les matema`tiques tenen un paper important, sobretot en la relativitat
general, no ha estat possible tractar-los ja que no he tingut prou temps i la longitud d’aquest
treball s’hague´s exte`s considerablement. M’hague´s agradat estudiar amb me´s detall els models
cosmolo`gics de Robertson-Walker-Friedmann i els efectes relativistes consequ¨e`ncia de l’espai-
temps proposat per Schwarzschild mencionats en el treball. Un altre aspecte que m’hague´s
agradat tractar i que utilitza a la vegada la relativitat especial i la general e´s el funcionament
del GPS. Tot i aix´ı, estic satisfeta amb el resultat.
Tambe´ voldria destacar que, tot i ser una teoria relativament nova, existeix un gran volum
d’informacio´. Les principals refere`ncies a partir de les quals he redactat el treball, [Gir] i
[One], es complementen prou be´ pero` en buscar altres refere`ncies em vaig trobar amb el fet que
existeixen molt´ıssims llibres que tracten sobre el tema i la dificultat que suposa escollir el que
me´s s’apropava a l’enfocament que jo volia.
Tot i aix´ı, la major part de refere`ncies es troben enfocades a persones interessades en f´ısica
i, a pesar que e´s inevitable l’estudi de matema`tiques per poder entendre aquesta teoria, en
diverses ocasions, sobretot en l’estudi de la relativitat especial, l’enfocament que volia donar
al meu treball no s’ajustava al de les refere`ncies. La teoria de la relativitat especial pot ser
explicada tal i com ho va fer Einstein de manera me´s f´ısica i intu¨ıtiva, o be´ tal i com uns anys
me´s tard va fer-ho Minkowski, mitjanc¸ant una estructura matema`tica. En algunes de les fonts
que he consultat en que` no es tractava la relativitat general, de vegades els espai de Minkowski
o be´ no s’esmentaven o be´ ho feien molt de passada. Les transformacions de Lorentz i els efectes
relativistes es poden deduir a partir dels postulats de la relativitat especial sense suposar que
l’espai en que` ens trobem e´s un espai af´ı de Minkowski. Ara be´, partint d’aquesta hipo`tesi i
mitjanc¸ant l’estudi del grup de Lorentz, e´s molt me´s senzill arribar a les mateixes conclusions.
Tot i aix´ı tambe´ he de recone´ixer que, personalment, el fet de llegir en primer lloc la versio´
d’Einstein, posteriorment em va resultat me´s senzill entendre la de Minkowski.
Per realitzar el treball tambe´ necessitava coneixements de f´ısica que jo no tenia. Tot i aix´ı,
en [Gir] s’expliquen de manera resumida els conceptes ba`sics per entendre la relativitat i em va
ser realment u´til.
Abans de comenc¸ar aquest treball pra`cticament no sabia ni de que` tractava la relativitat
i, en acabar-lo, m’he adonat de les innumerables aplicacions que te´ actualment i tindra` en un
futur, com les matema`tiques han estat imprescindibles per a la seva formulacio´ i viceversa, com
la relativitat ha impulsat l’estudi de la geometria semi-riemanniana. En conclusio´, a pesar de
les dificultats que he anat trobant, crec que aquest treball m’ha servit per veure un bon exemple
de com s’apliquen les matema`tiques a la vida real.
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Ape`ndix A
Grups de Lie, a`lgebra de Lie i aplicacio´
exponencial
En aquest ape`ndix, explicarem amb me´s detalls alguns dels conceptes relacionats amb grups
de Lie que es necessiten en el cap´ıtol 2. Tambe´ veurem una definicio´ equivalent d’aplicacio´
exponencial donada en el cap´ıtol 4. Seguriem [One] i [Kir].
A.1 Grups de Lie
Els grups de Lie, com el seu nom indica, so´n grups i alhora varietats diferenciables amb la
propietat que les operacions de grup so´n compatibles amb l’estructura diferenciable. Els grups
de Lie so´n molt importants en l’estudi de les simetries dels diferents objectes i estructures
matema`tiques.
El grup de Lorentz, tal i com es demostra en el cap´ıtol 2, e´s un exemple de grup de Lie.
Aquest e´s un subgrup del grup de les simetries de l’espai de Minkowski, el grup de Poincare´.
Definicio´ A.1.1. Un grup de Lie G e´s una varietat diferenciable que tambe´ e´s un grup amb
operacions diferenciables, e´s a dir, les aplicacions
µ : G×G −→ G
(a, b) 7−→ ab, (A.1)
i
ζ : G −→ G
a 7−→ a−1, (A.2)
so´n diferenciables.
Notacio´ A.1.2. Denotem e l’element identitat de G.
Exemples A.1.3. Els conjunts segu¨ents so´n exemples de grups de Lie (denotem Mn×m(R) el
conjunt de les matrius reals d’ordre n×m):
1. La varietat diferenciable Rn amb l’operacio´ donada per la suma e´s un grup de Lie n-
dimensional.
2. La varietat diferenciable S1 = {z ∈ C : |z| = 1} amb el producte.
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3. Mn×n(R) amb la suma de matrius e´s un grup de Lie de dimensio´ n2.
4. Grup lineal general GL(n,R) e´s el conjunt de les matrius reals invertibles d’ordre n. E´s
un grup de Lie n2-dimensional amb la multiplicacio´ de matrius.
El fet que GL(n,R) amb el producte de matrius sigui un grup e´s trivial, ja que el producte
de matrius invertibles de la mateixa dimensio´ e´s una matriu invertible de la mateixa
dimensio´, la matriu identitat e´s invertible i, finalment, la inversa d’una matriu invertible
e´s invertible.
Veiem que, a me´s, GL(n,R) e´s una varietat diferenciable. En primer lloc observem
que podem trobar un isomorfisme entre Mn×n(R) i Rn2 . En efecte, podem considerar
l’aplicacio´ que envia els elements de la matriu en un ordre fixat a un vector de dimensio´
n2. Aix´ı,Mn×n(R) i Rn2 so´n difeomorfs i, per tant, tots dos so´n varietats diferenciables de
dimensio´ n2. Com sabem, una aplicacio´ cont´ınua e´s aquella en que` l’antiimatge d’un obert
e´s un obert. Com que l’aplicacio´ det : Mn×n(R) → R e´s diferenciable (i, en particular,
cont´ınua) per ser la fo´rmula del ca`lcul del determinant d’una matriu i R\{0} e´s un obert
de R, GL(n,Rn) = (det)−1(R\{0}) e´s un obert de la varietat diferenciable Mn×n(R).
Com un obert d’una varietat diferenciable e´s una varietat diferenciable, GL(n,R) e´s una
varietat diferenciable.
Finalment, les fo´rmules del producte i ca`lcul d’inverses mostren que les aplicacions µ, ζ
so´n diferenciables.
Definicio´ A.1.4. Siguin G, H dos grups de Lie. Un homomorfisme de grups de Lie e´s una
aplicacio´ diferenciable φ : G→ H que tambe´ e´s homomorfisme de grups.
Definicio´ A.1.5. Un subgrup de Lie H d’un grup de Lie G e´s a la vegada un subgrup de G i
una subvarietat de G.
Exemple A.1.6. Un exemple de subgrup de Lie e´s el grup especial lineal, SL(n,R), el sub-
conjunt de GL(n,R) tal que les matrius tenen determinant 1.
Com abans, que SL(n,R) e´s un subgrup de GL(n,R) e´s trivial ja que el producte i la inversa
de matrius amb determinant 1 tenen determinant 1 i la identitat te´ determinant 1.
Aix´ı, nome´s cal comprovar que e´s una subvarietat de GL(n,R). Considerant l’aplicacio´
det : GL(n,R)→ R, aleshores SL(n,R) = (det)−1(1). Com 1 e´s un valor regular, pel Teorema
del valor regular, SL(n,R) e´s una subvarietat de GL(n,R) de dimensio´ n2 − 1.
Definicio´ A.1.7. Un subgrup tancat H d’un grup de Lie G e´s un subgrup de G que e´s un
conjunt tancat en sentit topolo`gic.
Teorema A.1.8. Si H e´s un subgrup tancat d’un grup de Lie G, aleshores H e´s una subvarietat
de G i, per tant, H e´s un subgrup de Lie de G.
Proposicio´ A.1.9. El producte directe i semidirecte de grups de Lie e´s un grup de Lie.
A.2 Grups cla`ssics
Els grups cla`ssics de Lie so´n els subgrups del grup totalment lineal me´s habituals en a`lgebra
lineal.
Aix´ı, els grups cla`ssics so´n, definits sobre K = R o C:
• grup totalment lineal: GL(n,K) = {A ∈Mn×n : det(A) 6= 0},
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• grup totalment lineal especial: SL(n,K) = {A ∈ GL(n,K) : det(A) = 1},
• grup ortogonal: O(n,K) = {A ∈ GL(n,K) : AAt = Id},
• grup ortogonal especial: SO(n,K) = {A ∈ O(n,K) : det(A) = 1},
• grup unitari: U(n) = {A ∈ GL(n,C) : AA¯t = Id},
• grup unitari especial: SU(n) = {A ∈ U(n) : det(A) = 1},
• grup simple`ctic: Sp(2n,K) = {A ∈ U(2n) : AtJ = JA−1} on J =
(
0 −Idn
Idn 0
)
.
A.3 A`lgebra de Lie
De manera intu¨ıtiva, els grups de Lie poden ser vistos com grups de simetries entre diver-
sos objectes topolo`gics i geome`trics. Les a`lgebres de Lie s’interpreten com transformacions
infinitessimals associades a les simetries dels grups de Lie.
Veurem que podem interpretar l’a`lgebra de Lie com l’espai tangent d’un determinat grup de
Lie.
Definicio´ A.3.1. Anomenem a`lgebra de Lie sobre R a tot espai vectorial real g amb una
operacio´:
[ , ] : g× g −→ g
(X, Y ) 7−→ [X, Y ],
anomenada clauda`tor, tal que per tot X, Y, Z ∈ g satisfa` les tres propietats segu¨ents:
(i) R-bilineal,
(ii) antisime`trica, e´s a dir, [X, Y ] = −[Y,X],
(iii) satisfa` la identitat de Jacobi: [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.
Exemple A.3.2. El conjunt Mn×n(R) amb l’operacio´ [X, Y ] = XY − Y X, on XY e´s el
producte de matrius, e´s una a`lgebra de Lie.
En aquest treball nome´s treballarem amb a`lgebres de Lie de dimensio´ finita.
Veiem a continuacio´ que cada a`lgebra de Lie te´ associada un grup de Lie.
En primer lloc observem que, l’operacio´ de grup G × G → G d’un grup de Lie do´na lloc a
les dues aplicacions G→ G segu¨ents:
(i) Per tot g ∈ G definim una translacio´ per l’esquerra de G per g com Lg : h 7→ gh.
(ii) Per tot g ∈ G definim una translacio´ per la dreta de G per g com Rg : h 7→ hg.
Definicio´ A.3.3. Sigui X ∈ X(G) un camp vectorial diferenciable en un grup de Lie G. Direm
que G e´s invariant per l’esquerra (respectivament invariant per la dreta) si e´s invariant per
tota translacio´ per l’esquerra (resp. per la dreta), e´s a dir, si per tot a ∈ G, dLa(X) = X (resp
dRa(X) = X).
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Aix´ı, per tot g, a ∈ G, dLa(Xg) = XLa(g) = Xag. Per tant, la translacio´ invariant per
l’esquerra permuta els vectors tangents en G pel camp vectorial X. A me´s, dLa(X) = X ∈
X(G), per tant, dLa e´s un camp vectorial diferenciable.
Sigui g el conjunt de tots els camps vectorials invariants per l’equerra en un grup de Lie G.
Per l’additivitat dels camps vectorials i la multiplicacio´ per escalars, g e´s un espai vectorial.
Observem que si tenim X, Y ∈ X(G) tals que per tot a, g ∈ G, dLa(Xg) = Xag i dLa(Yg) = Yag
(e´s a dir, X, Y ∈ g) i prenem [, ] el clauda`tor de Lie, aleshores,
[dLaX, dLaY ]g = dLa[X, Y ]ag = [X, Y ]a2g.
Per tant, el clauda`tor de Lie de les translacions per l’esquerra e´s tambe´ una translacio´ per
l’esquerra, e´s a dir, el clauda`tor de Lie e´s una operacio´ tancada en g. Per les propietats del
clauda`tor de Lie, g e´s una a`lgebra de Lie de G. A me´s, dim(g) = dim(G) = n.
Lema A.3.4. L’aplicacio´
g −→ Te(G)
X 7−→ Xe, (A.3)
(on e denota l’element neutre del grup) e´s un isomorfisme lineal.
Demostracio´. La linealitat e´s clara per les propietats dels camps vectorials diferenciables. En
segon lloc, veiem que e´s un isomorfime.
• Injectivitat : veiem que el nucli d’aquesta aplicacio´ e´s 0. Si Xe = 0, aleshores, per tot
a ∈ G se satisfa`
Xa = Xae = dLa(Xe) = 0⇒ X ≡ 0.
• Exhaustivitat: per veure que e´s exhaustiva, observem que, si x ∈ Te(G), aleshores podem
definir Xa = dLa(x), per tot a ∈ G i, d’aquesta manera X e´s invariant per l’esquerra i
Xe = x.

Per aquest isomorfisme, podem identificar l’a`lgebra de Lie de G amb la de Te(G) amb el
clauda`tor indu¨ıt.
De manera natural, podem definir els segu¨ents conceptes:
Definicio´ A.3.5. Un homomorfisme d’a`lgebres de Lie, f : gA → gB, e´s una transformacio´
lineal entre a`lgebres de Lie que conserva els clauda`tors, e´s a dir,
f([A,B]) = [f(A), f(B)] per tot A ∈ gA, B ∈ gB. (A.4)
Definicio´ A.3.6. Una suba`lgebra d’una a`lgebra de Lie g e´s un subespai tancat de g respecte
l’operacio´ clauda`tor (e´s a dir, tambe´ e´s una a`lgebra de Lie).
A.4 L’aplicacio´ exponencial
En aquest apartat veurem que existeix una aplicacio´ de l’espai tangent al grup de Lie,
l’aplicacio´ exponencial. Si considerem l’a`lgebra de Lie com la linealitzacio´ del grup de Lie
corresponent, aleshores, l’aplicacio´ exponencial seria el proce´s invers a aquesta linealitzacio´.
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Definicio´ A.4.1. Un subgrup uniparame`tric en un grup de Lie G e´s un homomorfisme α de R
amb la suma a G, e´s a dir, α : R→ G e´s una corba tal que α(s+ t) = α(s)α(t) per tot s, t ∈ R.
Un subgrup uniparame`tric α satisfa` les segu¨ents propietats:
• α(0) = e,
• α(−t) = α(t)−1,
• α(s)α(t) = α(t)α(s).
Proposicio´ A.4.2. Els subgrups uniparame`trics coincideixen exactament amb les corbes inte-
grals maximals comenc¸ant en e, el neutre de G, dels elements de la seva a`lgebra de Lie g.
Demostracio´. Recordem que una corba integral e´s una corba α : I → M , on I e´s un interval
real tal que la seva imatge pertany al domini d’un camp vectorial X i se satisfa`
α′(t) = X(α(t)), per tot t ∈ I. (A.5)
Les corbes integrals satisfan les propietats de grup uniparame`tric.
Per altra banda, si α e´s un subgrup uniparame`tric de G, aleshores α(t)α(s) = α(t + s) o,
equivalentment,
Lα(t)α(s) = α(t+ s).
Aleshores, per tot t fixat, el vector tangent de α a s+ t e´s(
dLα(t) ◦ α′
)
(s) = α′(s+ t),
i, per s = 0,
dLα(t)α
′(0) = α′(t). (A.6)
Prenem X el camp vectorial invariant per l’esquerra corresponent a α′(0) segons el lema
A.3.4. Aleshores,
dLα(t)α
′(0) = X(α(t)). (A.7)
Aix´ı, per (A.6) i (A.7),
α′(t) = X(α(t)). (A.8)
Per tant, la condicio´ (A.8) e´s equivalent a dir que α e´s una corba integral per e de X.

Definicio´ A.4.3. SiguiG un grup de Lie i g la seva a`lgebra de Lie. Aleshores, definim l’aplicacio´
exponencial, exp : g→ G com
exp(X) = αX(1) (A.9)
on αX(t) e´s un subgrup uniparame`tric amb X ∈ g.
Observacio´ A.4.4. L’aplicacio´ exponencial que acabem de definir coincideix amb l’aplicacio´
exponencial que hem definit de manera me´s geome`trica en el cap´ıtol anterior.
Exemple A.4.5. L’aplicacio´ exponencial del grup totalment lineal. L’aplicacio´ ex-
ponencial exp : gl(n,C) → GL(n,C) e´s aplicacio´ que envia A ∈ gl(nC) a exp(A) = eA =
Id+ A+ ...+ An/n! + ... =
∑
n≥0
An
n!
.
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Ape`ndix B
Accions de grups i propietats
topolo`giques de SO(n)
En aquest ape`ndix donarem les definicions ba`siques d’accio´ de grups, grups d’isotropia i de-
duirem propietats topolo`giques del grup SO(n) que s’utilitzen en la seccio´ 2.4 per tal d’estudiar
propietats de SO+(1, n) en relacio´ a l’espai hiperbo`lic. Seguirem [Gal].
B.1 Accions de grups
En aquesta seccio´ veurem la definicio´ d’accio´ de grups i d’alguns conceptes relacionats.
Veurem tambe´ l’accio´ del conjunt Sn i el grup SO(n).
Definicio´ B.1.1. Donat un conjunt X i un grup G, una accio´ per l’esquerra, o nome´s accio´,
e´s una funcio´ · : G×X → X tal que
(i) Per tot g, h ∈ G i per tot x ∈ X,
g · (h · x) = gh · x,
(ii) per tot x ∈ X,
1 · x = x.
Observacio´ B.1.2. Tambe´ podem definir l’accio´ per la dreta, · : X ×G→ X com l’aplicacio´
que satisfa`
(i) Per tot g, h ∈ G i per tot x ∈ X, (x · g) · h = x · gh,
(ii) per tot x ∈ X, x · 1 = x.
Definicio´ B.1.3. Diem que una accio´ · e´s efectiva si, i nome´s si, per tot g ∈ G, si g ·x = x per
tot x ∈ X, aleshores g = 1.
Definicio´ B.1.4. Diem que una accio´ · e´s transitiva si, i nome´s si, donats dos elements x, y ∈ X,
existeix g ∈ G tal que g · x = y.
Definicio´ B.1.5. Anomenem o`rbita de x ∈ X el conjunt de punts de X de la forma O(x) =
{g · x : g ∈ G}.
En el cas que l’accio´ sigui transitiva, O(x) = X per tot x ∈ X.
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Exemple B.1.6. L’esfera Sn
Recordem que per tot n ≥ 1, Sn−1 = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : x21 + ... + x2n = 1}. SO(n) e´s el
conjunt d’isometries lineals, preserven dista`ncies i deixen fix l’origen, en Rn. Aix´ı, SO(n) deixa
invariant Sn.
Per tant, podem definir l’accio´ · : SO(n)× Sn−1 → Sn−1 com
R · x = Rx.
Per les propietats del producte de matrius, podem comprovar fa`cilment que l’aplicacio´ definida
e´s realment una accio´.
Comprovem que l’accio´ e´s transitiva.
En primer lloc veiem que, donat x ∈ Sn−1 existeix A ∈ SO(n) tal que Ae1 = x, on e1, ..., en e´s
la base cano`nica de Rn. Observem que A ha de ser una matriu tal que la seva primera columna
sigui x i, a me´s, sigui ortonormal. Podem completar la base de Rn, x, x2, ..., xn. Aplicant
el me`tode de Gram Schmidt trobem una base ortonormal x, u2, ..., un. La matriu que te´ per
columnes x, u2, ..., un e´s una matriu de O(n). Per tal d’assegurar que el determinant sigui 1,
podem prendre un o −un segons convingui. Aix´ı, construint la matriu A d’aquesta manera hem
obtingut que A ∈ SO(n) i Ae1 = x.
El fet que per tot x, y ∈ Sn−1 existeixi A,B ∈ SO(n) tal que Ae1 = x i Be1 = y ens assegura
que l’accio´ e´s transitiva ja que BA−1 ∈ SO(n) satisfa` que BA−1x = y, e´s a dir, l’accio´ e´s
transitiva.
B.2 Grup d’isotropia
Definicio´ B.2.1. Donada una accio´ · : G × X → X, d’un grup G en un conjunt X, per tot
x ∈ X, el grup Gx s’anomena estabilitzador de x, o grup d’isotropia en x, i ve donat per
Gx = {g ∈ G : g · x = x}.
Definicio´ B.2.2. Un conjunt X s’anomena espai homogeni si existeix una accio´ transitiva
· : G×X → X d’un grup G, en X.
Exemple B.2.3. Considerem l’accio´ anterior, · : SO(n)× Sn−1 → Sn−1 i l’element e1 ∈ Sn−1
i calculem el grup d’isotropia en e1.
Sigui A ∈ SO(n) i imposem Ae1 = e1. A haura` de ser de la forma
A =
(
1 vt
0 A′
)
,
on, imposant AtA = Id obtenim v = 0 i A′ ∈ SO(n− 1). Per tant, el grup d’isotropia de e1 e´s
isomorf al grup
S˜O(n− 1) =
{
A ∈ SO(n) : A =
(
1 0
0 A′
)
, A′ ∈ SO(n− 1)
}
.
Escrivim simplement que el grup d’isotropia de e1 e´s isomorf a SO(n− 1).
Proposicio´ B.2.4. Sigui · : G ×X → X una accio´ transitiva d’un grup G en un conjunt X,
aleshores, per tot x ∈ X, l’aplicacio´ exhaustiva pix : G→ X, donada per
pix(g) = g · x
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indueix una bijeccio´
p¯ix : G/Gx → X,
on Gx e´s el grup d’isotropia de x.
Demostracio´. En primer lloc, observem que l’aplicacio´ pix e´s exhaustiva ja que, per ser l’accio´
transitiva, per tot y ∈ X, existeix g ∈ G tal que g · x = y.
Comprovem que pix indueix una bijeccio´ entre G/Gx i X. Observem que, com pix(gGx) =
(gGx)·x = g·(Gx·x) = g·x = pix(g), pix : G→ X indueix una aplicacio´ quocient p¯ix : G/Gx → X,
del conjut G/Gx a X definit per
p¯ix(gGx) = g · x.
Denotem per [g] = gGx els elements de G/Gx.
Per ser pix exhaustiva, p¯ix tambe´ ho sera`.
Veiem que e´s injectiva. Donats g, h ∈ G se satisfa`
pix(g) = pix(h)⇔ g · x = h · x⇔ g−1h · x = x⇔ g−1h ∈ Gx ⇔ gGx = hGx ⇔ [g] = [h].
Per tant, p¯ix : G/Gx → X e´s una bijeccio´ de conjunts.

Observacio´ B.2.5. L’espai G/Gx amb la topologia quocient, en general, no e´s homeomorf a
X. En el cas que G sigui un grup de Lie i actui de forma cont´ınua i transitiva sobre una varietat
X, l’aplicacio´ p¯ix : G/Gx → X e´s un homeomorfisme.
Exemple B.2.6. Considerem l’accio´ · : SO(n)× Sn−1 → Sn−1 definida
R · x = Rx.
Tal i com hem vist en la seccio´ anterior, aquesta accio´ e´s transitiva i cont´ınua i el grup d’isotropia
e´s SO(n− 1). Aix´ı, per la proposicio´ B.2.4 i l’observacio´ anterior, tenim l’homeomorfisme
SO(n)/SO(n− 1) ∼= Sn−1.
B.3 Propietats topolo`giques de SO(n)
A partir de l’homeomorfisme vist en la seccio´ anterior entre SO(n)/SO(n−1) i Sn−1 podem
deduir propietats topolo`giques importants.
Proposicio´ B.3.1. Si G e´s un grup de Lie i H e´s un subgrup de G. Si H i G/H so´n connexos,
aleshores G tambe´ e´s connex.
Demostracio´. Recordem que un conjunt e´s connex si, i nome´s si, tota funcio´ cont´ınua f : G→
{0, 1} e´s constant. Com H e´s connex i les translacions per l’esquerra so´n homeomorfismes, tots
els subconjunts gH, g ∈ G so´n connexos. Per tant, f e´s constant en tot conjunt gH. La funcio´
f : G → {0, 1} indueix una funcio´ f¯ : G/H → {0, 1} tal que f = f¯ ◦ p, on p : G → G/H. La
continu¨ıtat de f¯ es immediata per la definicio´ de topologia quocient. Com G/H e´s connex, f¯
e´s constant i, per tant f = f¯ ◦ p tambe´ sera` constant.

Proposicio´ B.3.2. SO(n) e´s connex.
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Demostracio´. Ho demostrarem per induccio´.
En el cas n = 1, SO(1) = {1}, e´s a dir, SO(1) e´s connex per ser un u´nic punt.
Suposem que SO(n − 1) e´s connex i veiem que SO(n) tambe´ ho e´s. Tal i com sabem,
SO(n)/SO(n−1) ∼= Sn−1. Com Sn−1 e´s connex, SO(n)/SO(n−1) tambe´ ho sera`. Per hipo`tesi
d’induccio´ SO(n− 1) tambe´ e´s connex, per tant, per la proposicio´ B.3.1, SO(n) e´s connex com
vol´ıem demostrar.

Proposicio´ B.3.3. El grup fonamental de SO(3) e´s isomorf a Z/2Z.
Demostracio´. Recordem que SU(2) = {A ∈M2×2(C) : AA¯t = Id, det(A) = 1}.
En primer lloc definim la bijeccio´ h : R3 → H, on H e´s el conjunt dels quaternions purs, com
(x, y, z) 7→
(
xi y + iz
−y + iz −xi
)
. (B.1)
On podem comprovar fa`cilment que h−1 : H→ R3 ve definida per
A =
(
a b
c d
)
7→
(
−ai, b− c
2
,−ib+ c
2
)
, (B.2)
En segon lloc, per tot A ∈ SU(2), definim l’aplicacio´ ιA com
ιA : H → H
M 7→ AMA¯t.
Tenint en compte que tota matriu A ∈ SU(2) e´s de la forma(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi
)
,
amb a, b, c, d ∈ R i a2 + b2 + c2 + d2 = 1, podem trobar LA = h−1 ◦ ιA ◦ h
LA(x, y, z) =
 a2 + b2 − c2 − d2 −2ad+ 2bc 2ac+ 2bd2bc+ 2ad a2 − b2 + c2 − d2 −2ab+ 2cd
−2ac+ 2bd 2ab+ 2dc a2 − b2 − c2 + d2
 xy
z
 . (B.3)
Es pot comprovar fa`cilment que aquesta matriu e´s de SO(3).
Per tant, l’aplicacio´
φ : SU(2) → SO(3)
A 7→ LA,
esta` ben definida, e´s cont´ınua i, com SU(2) i SO(3) so´n compactes, l’aplicacio´ e´s tancada. A
me´s, es pot comprovar que e´s un homomorfisme de grups.
A continuacio´ comprovem que e´s exhaustiva. Tal i com sabem, SO(3) esta` generat per
matrius de la forma
A =
 cos θ − sin θ 0sin θ cos θ 0
0 0 1
 .
Per tant, si veiem que aquesta matriu te´ antiimatge, ja haurem acabat. Ara be´, observem que
φ
(
cos θ/2 i sin θ/2
i sin θ/2 cos θ/2
)
=
 cos θ − sin θ 0sin θ cos θ 0
0 0 1
 ,
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per tant, φ e´s exhaustiva.
Veiem ara que el nucli d’aquesta aplicacio´ e´s {Id,−Id}.
Per definicio´, Ker(φ) = {A ∈ SU(2) : LA = Id} = {A ∈ SU(2) : ιA = Id}. On ιA = Id si, i
nome´s si, per tot M ∈ H, AM = MA, e´s a dir, si A e´s de la forma(
a 0
0 a
)
, (B.4)
on det(A) = a2 = 1, per tant, a = ±1. Per tant, Ker(φ) = {Id,−Id}.
Pel primer teorema d’isomorfia obtenim que SO(3) ∼= SU(2)/{Id,−Id}. Aix´ı, SO(3) e´s
homeomorf a SU(2)/{Id,−Id}.
Comprovem que SU(2) e´s homeomorf a S3 = {(x, y, z, t) ∈ R4 : x2 + y2 + z2 + t2 = 1}.
Tal i com hem mencionat anteriorment, podem escriure tot element de SU(2) com
A =
(
x+ yi z + ti
−z + ti x− yi
)
, (B.5)
i x2 + y2 + z2 + t2 = 1, per tant, podem definir l’aplicacio´
ϕ : SU(2) → S3(
x+ yi z + ti
−z + ti x− yi
)
7→ (x, y, z, t),
que e´s clarament un homeomorfisme entre SU(2) i S3.
Aix´ı, SO(3) ∼= SU(2)/{−Id, Id} ∼= S3{−Id, Id} ∼= RP(3). Com sabem, espais topolo`gics
homeomorfs tenen grups fonamentals isomorfs, per tant, pi1(SO(3)) ∼= pi1(RP(3)) ∼= Z/2Z.

A continuacio´ enunciarem dos resultats que no provarem i que necessitarem per tal de provar
que el grup fonamental de SO(n) e´s congruent a Z/2Z, si n ≥ 3.
Proposicio´ B.3.4. Sigui G un grup de Lie, aleshores, pi2(G) ∼= 0.
Teorema B.3.5. Donat G un grup de Lie i H ⊂ G un subgrup compacte, la cadena
...→ piq(H)→ piq(G)→ piq(G/H)→ piq−1(H)→ ...
e´s exacta, e´s a dir, la imatge d’una aplicacio´ e´s el nucli de la segu¨ent.
Proposicio´ B.3.6. El grup fonamental de SO(n) e´s isomorf a
pi1(SO(n)) ∼=

0 si n = 1,
Z si n = 2,
Z/2Z si n ≥ 3.
Demostracio´.
• Si n = 1, aleshores SO(1) ∼= {1} i, per tant, pi1(SO(1)) ∼= 0.
• Si n = 2, aleshores SO(2) ∼= S1 i, per tant, pi1(SO(2)) ∼= pi1(S1) = Z.
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• Si n ≥ 3, ho demostrarem per induccio´.
En el cas n = 3, tal i com hem vist en la proposicio´ anterior, pi1(SO(3)) ∼= Z/2Z.
Suposem que pi1(SO(n − 1)) ∼= Z/2Z, amb n > 3. Aleshores, per la proposicio´ B.3.4 i
teorema B.3.5, obtenim la cadena exacta
0
f1−→ pi1(SO(n− 1)) f2−→ pi1(SO(n)) f3−→ pi1(Sn−1) ∼= 0.
Pel primer teorema d’isomorfia,
Im(f2) ∼= pi1(SO(n− 1))/Ker(f2) ∼= pi1(SO(n− 1))/Im(f1) ∼= pi1(SO(n− 1)) ∼= Z/2Z,
i
Im(f2) ∼= Ker(f3) ∼= pi1(SO(n)).
Per tant, pi1(SO(n)) ∼= Z/2Z per tot n ≥ 3.

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